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Введение 

 

 

Курс «Теория поля» является основополагающим курсом для всех 

геофизиков. Без понимания того, как ведут себя физические поля, нельзя 

стать квалифицированным специалистом, причём эти знания необхо-

димы практикам  и теоретикам. 

Фактический курс «Теория поля» основан на курсе лекций 

А. Д. Каринского [3], читаемого в МГРИ-РГГРУ, и включает ряд разде-

лов «Теоретической физики», наиболее значимых для студентов-геофи-

зиков геологоразведочного вуза. В разведочной геофизике изучают ха-

рактеристики различных физических полей: гравитационного (гравираз-

ведка), магнитостатического (магниторазведка), стационарного электри-

ческого (электроразведка), стационарного магнитного (электроразведка), 

переменного электромагнитного (электроразведка), а также поля упругих 

колебаний (сейсморазведка). Несмотря на различие в физической при-

роде этих полей, их математическое описание может основываться на об-

щем подходе, что позволяет выяснить, какие общие свойства присущи 

многим изучаемым в разведочной геофизике полям и в чём их принци-

пиальные различия. 

Опыт преподавания курса «Теория поля» на горном факультете За-

байкальского государственного университета показал авторам данного 

пособия некоторые особенности в восприятии подобного материала сту-

дентами. Эти особенности в основном связаны с решением задач. 

Решение задач по физике в школе часто основывается на том, 

чтобы подставлять численные значения в формулы и не задумываться о 

том, откуда взялось то или иное уравнение. Когда бывшие школьники 
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приходят в вуз и слушают теоретический курс по физике, они восприни-

мают его отдельно от решения задач, часто совсем не понимая, как усво-

енные на лекциях сложные уравнения применить при решении простых 

задач, которые им преподавали в школе. 

Именно для устранения этих пробелов и создан сборник. В нём ре-

шаются типичные задачи по физике, но с использованием именно тех 

сложных уравнений, которые рассматриваются в теоретической части 

курса «Теория поля». Авторы пособия постарались максимально по-

дробно описать все решения, проиллюстрировать их качественными ри-

сунками, чтобы весь путь размышлений, начиная от того, какие началь-

ные уравнения применимы для данной задачи, до получения конечного 

ответа, был полностью освещён. 

Большое внимание уделено тому, как можно упростить решения за-

дач, используя соображения симметрии и понимание того, как должны 

вести себя физические поля в каждой конкретной задаче. 

В начале каждого раздела даны определения, основные физические 

соотношения и краткие теоретические выкладки для основных уравне-

ний, используемых при решении задач в этом разделе. Всё, что представ-

лено в теоретической части каждой темы, подробно излагается на лекци-

онных занятиях основано на курсе лекций А. Д. Каринского [3]. 

Авторы надеются, что данное издание поможет не только студен-

там-геофизикам, но и всем, кто изучает курс «Теории поля» в вузе, лучше 

понять связь между теоретическими выкладками и решением практиче-

ских задач на основе этих выкладок. 
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1. Определения, понятия, математический аппарат 

 

 

Скалярная величина T – число, а также – размерность (если T – не 

безразмерная величина). Примерами скалярных величин являются напря-

жение ε(В) электрического поля 𝐸⃗  в цепи электрического тока, ток I(A) в 

этой цепи и её сопротивление R(Ом). Очевидно, что действия сложения 

и вычитания применимы к таким величинам только в том случае, если 

они имеют одинаковую размерность. При перемножении или делении та-

ких величин тем же действиям подвергаются их размерности. Например, 

по закону Ома ε(В) / R(Ом) = I(В/Ом) = I(A). 

Векторную величину (вектор) 𝑀⃗⃗  характеризуют её абсолютная ве-

личина |𝑀|⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   = M и направление, либо три скалярные величины M1, M2,  

M3 – скалярные компоненты вектора в системе координат. Как и для ска-

ляров, сложение или вычитание векторов (либо их компонент) возможно 

только при одинаковой размерности векторов. При умножении или деле-

нии вектора 𝑀⃗⃗  на скаляр T тем же действиям подвергаются размерности 

𝑀⃗⃗  и T. Например, если 𝐹   – сила, действующая на массу m, а 𝑎  – ускоре-

ние, то по 2-му закону Ньютона 𝑎  𝐹 / m, где размерности: [F] = Н, [m] = кг, 

[a] = Н/кг = м/с2.  

Произведение скаляра T и вектора 𝑀⃗⃗ : T·𝑀⃗⃗ = 𝐴 , где 𝐴  – вектор с аб-

солютной величиной |𝐴|⃗⃗⃗⃗  ⃗ = A = |T| · M. При T > 0 имеем 𝐴  || 𝑀⃗⃗  (направле-

ния 𝐴  и 𝑀⃗⃗  одинаковы). При T < 0 𝐴  ↑↓ 𝑀⃗⃗  (вектор 𝐴  антипараллелен век-

тору 𝑀⃗⃗ ) (см. рис. 1.1). 
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Скалярное произведение векторов: 
 

𝐴 ∙ 𝐵⃗ = (𝐴 ∙ 𝐵⃗ ) = 𝑇, 
 

где скаляр 𝑇 = 𝐴 ∙ 𝐵 ∙ cos(𝐴 ∙ 𝐵⃗ ). Если угол между направлениями векто-

ров 𝐴 , 𝐵⃗  – острый (или равен 00), то T > 0, а если этот угол – тупой (или 

равен 180o), то T < 0. Если же этот угол прямой (90o), то T = 0  

(см. рис. 1.1). 

 

 
 

Рис. 1.1 

 

Векторное произведение векторов: 

𝐴 × 𝐵⃗ = [𝐴 ∙ 𝐵⃗ ] = 𝐶 , 

где C – вектор с абсолютной величиной C = A · B · sin(𝐴 ∙ 𝐵⃗ ). Направ- 

ление вектора C определяет следующее правило: 𝐶   𝐴 , 𝐶   𝐵,⃗⃗ ⃗⃗  и век-

торы 𝐴 , 𝐵,⃗⃗  ⃗ 𝐶  образуют правую тройку (см. рис. 1.1). Последнее озна-

чает, что если повернуть вектор 𝐴  на угол, меньший, чем 180o, до 

направления вектора 𝐵⃗ , то направление вектора 𝐶  определяет правило 

«правого винта». 

Скалярное поле T(a) в каждой точке a характеризует скалярная  

величина T, то есть число (а также размерность в системе физических 

единиц). Примеры таких полей: температура to (в градусах Цельсия, или 

в других градусах), объёмная плотность масс δ (в кг/м3), потенциал U  
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электрического поля (в В (вольтах)). Геометрически распределение ска-

лярного поля T в пространстве бывает можно представить при помощи 

уровенных поверхностей T = const. Их сечение другой поверхностью S 

(плоскостью чертежа, поверхностью Земли) даёт изолинии T = const  

скалярного поля T на поверхности S. 

Векторное поле 𝑀⃗⃗ (a) в каждой точке a характеризует вектор 𝑀⃗⃗ . 

Примеры векторных полей: напряжённости гравитационного (𝐺 ), элек-

трического (𝐸⃗ ), магнитного (𝐻⃗⃗ ) полей. Понятно, что как и векторную ве-

личину 𝑀⃗⃗ , векторное поле 𝑀⃗⃗ (a) в каждой точке a характеризует абсолют-

ная величина |𝑀|⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (a) = M(a) и направление вектора 𝑀⃗⃗ (a), либо три ска-

лярных поля – скалярные компоненты M1(a), M2(a), M3(a) поля 𝑀⃗⃗ (a) в си-

стеме координат. 

Градиент (grad) – первая пространственная производная скаляр-

ного поля T. Производная grad T(a) – векторное поле, grad T(a) – вектор, 

имеющий направление наиболее резкого (интенсивного) возрастания 

поля T в окрестности точки a и абсолютную величину, равную производ-

ной поля T по направлению grad T. Если, например, вектор grad T  

направлен по оси X, то grad T=dT/dx. 

Выражение для вектора grad T в декартовых координатах x, y, z: 
 

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑇 = 𝑖𝑥⃗⃗⃗  
𝑑𝑇

𝑑𝑥
+ 𝑖𝑦⃗⃗  ⃗

𝑑𝑇

𝑑𝑦
+ 𝑖𝑧⃗⃗  

𝑑𝑇

𝑑𝑧
. 

 

Дивергенция (div) – 1-я пространственная (скалярная) производная 

векторного поля 𝑀⃗⃗ . Производная div 𝑀⃗⃗ (a) – скалярное поле. По опреде-

лению  
 

𝑑𝑖𝑣 𝑀⃗⃗ (𝑎) =
∫ (𝑀⃗⃗ ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ )
𝑆[𝑑𝑉]

𝑑𝑉
, 

 

где точка a – центр бесконечно-малой области пространства с объёмом 

dV, а S[dV] – ограничивающая эту область замкнутая поверхность. 
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Применяя определение дивергенции к координатному элементу 

объёма – прямоугольному параллелепипеду с рёбрами dl1, dl2, dl3 в орто-

гональных координатах, можно выразить div 𝑀⃗⃗  через производные. В 

частности, в декартовых координатах, где dl1 = dx, dl2 = dy, dl3 = dz,  

𝑀⃗⃗ = 𝑖𝑥⃗⃗⃗  𝑀𝑥 + 𝑖𝑦⃗⃗  ⃗𝑀𝑦 + 𝑖𝑧⃗⃗  𝑀𝑧, пространственная производная  

 

𝑑𝑖𝑣 𝑀⃗⃗ =
𝑑𝑀𝑥

𝑑𝑥
+

𝑑𝑀𝑦

𝑑𝑦
+

𝑑𝑀𝑧

𝑑𝑧
. 

 

Ротор – первая пространственная (векторная) производная вектор-

ного поля 𝑀⃗⃗ . Производная rot 𝑀⃗⃗ (a) – векторное поле. По определению 

скалярная компонента вектора rot направлению n: 
 

𝑟𝑜𝑡𝑛 𝑀⃗⃗ (𝑎) =
∮ (𝑀⃗⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗)
𝑙[𝑑𝑆]

𝑑𝑆
,  

 

где n – нормаль к элементарной площадке dS (с центром в точке a), огра-

ниченной замкнутой линией l[S]. Направление обхода по линии l[dS] об-

разует правовинтовую систему с направлением n. 

Применяя определение ротора можем выразить в декартовых коор-

динатах скалярную и векторную компоненту поля rot 𝑀⃗⃗  по направлению 

оси X получаем: 
 

𝑟𝑜𝑡𝑥 𝑀⃗⃗ =
𝑑𝑀𝑧

𝑑𝑦
−

𝑑𝑀𝑦

𝑑𝑧
, 𝑟𝑜𝑡𝑥𝑀⃗⃗ = 𝑖𝑥⃗⃗⃗  (

𝑑𝑀𝑧

𝑑𝑦
−

𝑑𝑀𝑦

𝑑𝑧
).  

 

Подобным образом можем определить две другие векторные ком-

поненты для rot 𝑀⃗⃗ . Складывая векторные компоненты, получаем выра-

жение для rot 𝑀⃗⃗  в декартовых координатах: 
 

𝑟𝑜𝑡 𝑀⃗⃗ = 𝑖 ∙ (
𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑧
) + 𝑗 ∙ (

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑥
) + 𝑘⃗ ∙ (

𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑦
). 

 

Поток  вектора 𝑀⃗⃗  через поверхность S определяет интеграл по 

этой поверхности (см. рис. 1.2): 
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 = ∫ 𝑑

𝑆

, 

то есть 

 = ∫(𝑀⃗⃗ ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ )

𝑆

. 

 

Из этого определения следует, что поток  – скалярная величина, 

которая может быть положительной, отрицательной или равной нулю. 

 

 
 

Рис. 1.2 

 

Поток  поля 𝑀⃗⃗  через замкнутую поверхность S[V], ограничи- 

вающую область пространства V, будем обозначать следующим образом: 

 = ∮(𝑀⃗⃗ ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ ).

𝑆[𝑉]

 

Напряжение 12 на пути l из точки "1" в точку "2" (направленной 

линии l с началом в точке "1" и концом в точке "2") определяет криволи-

нейный интеграл (см. рис. 1.3, 1): 

𝐸12 = ∫(𝑀⃗⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗)

2

1

. 



11 
 

Понятно, что в зависимости от направлений поля 𝑀⃗⃗  в точках ли-

нии l и направлений её элементарных отрезков 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗ скалярная величина E 

может быть положительной, отрицательной ли равной нулю. 

 

 
 

Рис. 1.3 

 

Циркуляция Ц – это напряжение векторного поля на замкнутой 

направленной линии l (то есть при заданном направлении перемещения 

точки по этой линии) (см. рис. 1.3, 2): 

Ц = ∮(𝑀⃗⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗).

𝑙

 

Если rot 𝑀⃗⃗ ≡ 0, div 𝑀⃗⃗ ≠ 0, то поле 𝑀⃗⃗  – потенциальное (безвих- 

ревое). 

Если rot 𝑀⃗⃗ ≠ 0, div 𝑀⃗⃗ ≡ 0 то поле 𝑀⃗⃗  – соленоидальное (чисто вих-

ревое). 

При rot 𝑀⃗⃗ ≠ 0, div 𝑀⃗⃗ ≠ 0 поле 𝑀⃗⃗  обычно называют вихревым, а 

при rot 𝑀⃗⃗ ≡ 0, div 𝑀⃗⃗ ≡ 0 – лапласовым. 
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Задачи 

 

1) Скалярное поле задано как 𝑇 = 𝑥 + 2𝑦. Найти 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑇. 

 

Решение:  

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑇 = 𝑖 ∙
𝜕(𝑥 + 2𝑦)

𝜕𝑥
+ 𝑗 ∙

𝜕(𝑥 + 2𝑦)

𝜕𝑦
= 𝑖 + 2 ∙ 𝑗  

Ответ: 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑇 = 𝑖 + 2 ∙ 𝑗 .  

 

2) Векторное поле задано как 𝑀⃗⃗ = 𝑥2 ∙ 𝑖 + +2𝑦3 ∙ 𝑗 + 0 ∙ 𝑘⃗ . Найти 

𝑑𝑖𝑣 𝑀⃗⃗  и 𝑟𝑜𝑡 𝑀⃗⃗ . 

 

Решение: 

𝑑𝑖𝑣 𝑀⃗⃗ =
𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑧
=

𝜕(𝑥2)

𝜕𝑥
+

𝜕(2𝑦3)

𝜕𝑦
+

𝜕(0)

𝜕𝑧
= 2𝑥 + 6𝑦2; 

𝑟𝑜𝑡 𝑀⃗⃗ = 𝑖 ∙ (
𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑧
) + 𝑗 ∙ (

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑥
) + 𝑘⃗ ∙ (

𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑦
)  => 

𝑟𝑜𝑡 𝑀𝑥 =
𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑧
=

𝜕(0)

𝜕𝑦
−

𝜕(2𝑦3)

𝜕𝑧
= 0; 

𝑟𝑜𝑡 𝑀𝑦 =
𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑥
=

𝜕(𝑥2)

𝜕𝑧
−

𝜕(0)

𝜕𝑥
= 0; 

𝑟𝑜𝑡 𝑀𝑧 =
𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑦
=

𝜕(2𝑦3)

𝜕𝑥
−

𝜕(𝑥2)

𝜕𝑦
= 0; => 

𝑟𝑜𝑡 𝑀⃗⃗ = 𝑖 ∙ 0 + 𝑗 ∙ 0 + 𝑘⃗ ∙ 0 = 0. 

 

Ответ: 𝑑𝑖𝑣 𝑀⃗⃗ = 2𝑥 + 6𝑦2;  𝑟𝑜𝑡 𝑀⃗⃗ = 0. Поле является потенциаль-

ным, поскольку ротор тождественно равен 0, а дивергенция не равна 0. 

 

3) Векторное поле задано как 𝑀⃗⃗ = 2𝑦3 ∙ 𝑖 + +𝑥2 ∙ 𝑗 + 0 ∙ 𝑘⃗ . Найти 

𝑑𝑖𝑣 𝑀⃗⃗ , 𝑟𝑜𝑡 𝑀⃗⃗ . 
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Решение:  

𝑑𝑖𝑣 𝑀⃗⃗ =
𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑧
=

𝜕(2𝑦3)

𝜕𝑥
+

𝜕(𝑥2)

𝜕𝑦
+

𝜕(0)

𝜕𝑧
= 0 + 0 + 0 = 0; 

𝑟𝑜𝑡 𝑀⃗⃗ = 𝑖 ∙ (
𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑧
) + 𝑗 ∙ (

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑥
) + 𝑘⃗ ∙ (

𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑦
)  => 

𝑟𝑜𝑡 𝑀𝑥 =
𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑧
=

𝜕(0)

𝜕𝑦
−

𝜕(𝑥2)

𝜕𝑧
= 0; 

𝑟𝑜𝑡 𝑀𝑦 =
𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑥
=

𝜕(2𝑦3)

𝜕𝑧
−

𝜕(0)

𝜕𝑧
= 0; 

𝑟𝑜𝑡 𝑀𝑧 =
𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑦
=

𝜕(𝑥2)

𝜕𝑥
−

𝜕(2𝑦3)

𝜕𝑦
= 2𝑥 − 6𝑦2;  => 

𝑟𝑜𝑡 𝑀⃗⃗ = 𝑖 ∙ 0 + 𝑗 ∙ 0 + 𝑘⃗ ∙ (2𝑥 − 6𝑦2) = 𝑘⃗ ∙ (2𝑥 − 6𝑦2). 

 

Ответ: 𝑑𝑖𝑣 𝑀⃗⃗ = 0;  𝑟𝑜𝑡 𝑀⃗⃗ = 𝑘⃗ ∙ (2𝑥 − 6𝑦2). Поле является солено-

идальным, поскольку дивергенция тождественно равна 0, а ротор не  

равен 0. 

 

4) Векторное поле задано как 𝑀⃗⃗ =
𝑟 

𝑟3 =
𝑥∙𝑖 +𝑦∙𝑗 +𝑧∙𝑘⃗ 

(𝑥2+𝑦2+𝑧2)
3
2

 . Найти 

𝑑𝑖𝑣 𝑀⃗⃗ , 𝑟𝑜𝑡 𝑀⃗⃗ . 

 

Решение: 

 𝑑𝑖𝑣 𝑀⃗⃗ =
𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑧
=

𝜕(
𝑥

(𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)

𝟑
𝟐

)

𝜕𝑥
+

𝜕(
𝑦

(𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)

𝟑
𝟐

)

𝜕𝑦
+

𝜕(
𝑧

(𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)

𝟑
𝟐

)

𝜕𝑧
= {(

𝑢

𝑣
) ′ =

𝑢′𝑣−𝑣′𝑢

𝑣2 } =

(𝑥)′∙(𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)
𝟑
𝟐−𝒙∙((𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)

𝟑
𝟐)

′

(𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)𝟑
+
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(𝑦)′∙(𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)
𝟑
𝟐−𝒚∙((𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)

𝟑
𝟐)

′

(𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)𝟑
+

(𝑧)′∙(𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)
𝟑
𝟐−𝒛∙((𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)

𝟑
𝟐)

′

(𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)𝟑
=

1

(𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)
𝟑
𝟐

−

𝑥∙
3

2
∙(𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)

𝟏
𝟐∙𝟐𝒙

(𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)𝟑
+

1

(𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)
𝟑
𝟐

−
𝑦∙

3

2
∙(𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)

𝟏
𝟐∙𝟐𝒚

(𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)𝟑
+

1

(𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)
𝟑
𝟐

−
𝑧∙

3

2
∙(𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)

𝟏
𝟐∙𝟐𝒛

(𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)𝟑
=

3

(𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)
𝟑
𝟐

−

3𝑥2+3𝑦2+3𝑧2

(𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)
𝟓
𝟐

= 3(
1

(𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)
𝟑
𝟐

−
(𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)

(𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)
𝟓
𝟐

) =

3(
1

(𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)
𝟑
𝟐

−
1

(𝒙𝟐+𝒚𝟐+𝒛𝟐)
𝟑
𝟐

) = 0; 

Найдем 𝑟𝑜𝑡 𝑀⃗⃗ . 

𝑟𝑜𝑡 𝑀⃗⃗ = 𝑖 ∙ (
𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑧
) + 𝑗 ∙ (

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑥
) + 𝑘⃗ ∙ (

𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑦
)  => 

𝑟𝑜𝑡 𝑀𝑥 =
𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑧
=

𝜕 (
𝑧

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
3
2

)

𝜕𝑦
−

𝜕 (
𝑦

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
3
2

)

𝜕𝑧

= {(
𝑢

𝑣
) ′ =

𝑢′𝑣 − 𝑣′𝑢

𝑣2
} =

= (
0 ∙ ((𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)

3
2)

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)3
−

𝑧 ∙ 2𝑦 ∙ (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
1
2

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)3
)

− (
0 ∙ ((𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)

3
2)

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)3
−

𝑦 ∙ 2𝑧 ∙ (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
1
2

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)3
) 
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=
−𝑧 ∙ 2𝑦

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
5
2

+
𝑦 ∙ 2𝑧

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
5
2

=
0

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
5
2

= 0; 

𝑟𝑜𝑡 𝑀𝑦 =
𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑥
=

𝜕 (
𝑥

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
3
2

)

𝜕𝑦
−

𝜕 (
𝑧

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
3
2

)

𝜕𝑧

= {(
𝑢

𝑣
) ′ =

𝑢′𝑣 − 𝑣′𝑢

𝑣2
}

= (
0 ∙ ((𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)

3
2)

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)3
−

𝑥 ∙ 2𝑧 ∙ (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
1
2

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)3
)

− (
0 ∙ ((𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)

3
2)

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)3
−

𝑧 ∙ 2𝑥 ∙ (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
1
2

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)3
)

=
−𝑥 ∙ 2𝑧

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
5
2

+
𝑧 ∙ 2𝑥

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
5
2

=
0

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
5
2

= 0; 

𝑟𝑜𝑡 𝑀𝑧 =
𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑦
=

𝜕 (
𝑦

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
3
2

)

𝜕𝑦
−

𝜕 (
𝑥

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
3
2

)

𝜕𝑧

= {(
𝑢

𝑣
) ′ =

𝑢′𝑣 − 𝑣′𝑢

𝑣2
}

= (
0 ∙ ((𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)

3
2)

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)3
−

𝑦 ∙ 2𝑥 ∙ (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
1
2

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)3
)

− (
0 ∙ ((𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)

3
2)

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)3
−

𝑥 ∙ 2𝑦 ∙ (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
1
2

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)3
)

=
−𝑦 ∙ 2𝑥

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
5
2

+
𝑥 ∙ 2𝑦

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
5
2

=
0

(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
5
2

= 0; => 

𝑟𝑜𝑡 𝑀⃗⃗ = 𝑖 ∙ 0 + 𝑗 ∙ 0 + 𝑘⃗ ∙ 0 = 0. 
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Ответ: 𝑑𝑖𝑣 𝑀⃗⃗ = 0;  𝑟𝑜𝑡 𝑀⃗⃗ = 0. Поле является лапласовым, по-

скольку дивергенция тождественно равна 0, и ротор тождественно равен 0. 
 

5) Векторное поле задано как 𝑀⃗⃗ =
𝑥2∙𝑖 +𝑦2∙𝑗 +𝑧2∙𝑘⃗ 

𝑥+𝑦+𝑧
 . Найти 

𝑑𝑖𝑣 𝑀⃗⃗  и 𝑟𝑜𝑡 𝑀⃗⃗ . 
 

Решение: 

 𝑑𝑖𝑣 𝑀⃗⃗ =
𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑧
=

𝜕(
𝑥2

𝑥+𝑦+𝑧
)

𝜕𝑥
+

𝜕(
𝑦2

𝑥+𝑦+𝑧
)

𝜕𝑦
+

𝜕(
𝑧2

𝑥+𝑦+𝑧
)

𝜕𝑧
= {(

𝑢

𝑣
) ′ =

𝑢′𝑣−𝑣′𝑢

𝑣2 } =
2𝑥∙(𝑥+𝑦+𝑧)−𝑥2∙(𝑥+𝑦+𝑧)′

(𝑥+𝑦+𝑧)2
+

2𝑦∙(𝑥+𝑦+𝑧)−𝑦2∙(𝑥+𝑦+𝑧)′

(𝑥+𝑦+𝑧)2
+

2𝑧∙(𝑥+𝑦+𝑧)−𝑧2∙(𝑥+𝑦+𝑧)′

(𝑥+𝑦+𝑧)2
=

2𝑥∙(𝑥+𝑦+𝑧)−𝑥2

(𝑥+𝑦+𝑧)2
+

2𝑦∙(𝑥+𝑦+𝑧)−𝑦2

(𝑥+𝑦+𝑧)2
+

2𝑧∙(𝑥+𝑦+𝑧)−𝑧2

(𝑥+𝑦+𝑧)2
=

2𝑥∙(𝑥+𝑦+𝑧)+2𝑦∙(𝑥+𝑦+𝑧)+2𝑧∙(𝑥+𝑦+𝑧)

(𝑥+𝑦+𝑧)2
−

𝑥2+𝑦2+𝑧2

(𝑥+𝑦+𝑧)2
=

(𝑥+𝑦+𝑧)(2𝑥+2𝑦+2𝑧)

(𝑥+𝑦+𝑧)2
−

𝑥2+𝑦2+𝑧2

(𝑥+𝑦+𝑧)2
= 2 −

𝑥2+𝑦2+𝑧2

(𝑥+𝑦+𝑧)2
; 

Найдем 𝑟𝑜𝑡 𝑀⃗⃗ . 

𝑟𝑜𝑡 𝑀⃗⃗ = 𝑖 ∙ (
𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑧
) + 𝑗 ∙ (

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑥
) + 𝑘⃗ ∙ (

𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑦
)  => 

𝑟𝑜𝑡 𝑀𝑥 =
𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑧
=

𝜕 (
𝑧2

𝑥 + 𝑦 + 𝑧)

𝜕𝑦
−

𝜕 (
𝑦2

𝑥 + 𝑦 + 𝑧)

𝜕𝑧

= {(
𝑢

𝑣
) ′ =

𝑢′𝑣 − 𝑣′𝑢

𝑣2
}

= (
0 ∙ (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)

(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2
−

𝑧2

(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2
)

− (
0 ∙ (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)

(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2
−

𝑦2

(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2
) =

𝑦2 − 𝑧2

(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2
; 
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𝑟𝑜𝑡 𝑀𝑦 =
𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑥
=

𝜕 (
𝑥2

𝑥 + 𝑦 + 𝑧)

𝜕𝑦
−

𝜕 (
𝑧2

𝑥 + 𝑦 + 𝑧)

𝜕𝑧

= {(
𝑢

𝑣
) ′ =

𝑢′𝑣 − 𝑣′𝑢

𝑣2
}

= (
0 ∙ (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)

(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2
−

𝑥2

(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2
)

− (
0 ∙ (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)

(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2
−

𝑧2

(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2
) =

𝑧2 − 𝑥2

(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2
; 

𝑟𝑜𝑡 𝑀𝑥 =
𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑧
−

𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑦
=

𝜕 (
𝑦2

𝑥 + 𝑦 + 𝑧)

𝜕𝑦
−

𝜕 (
𝑧2

𝑥 + 𝑦 + 𝑧)

𝜕𝑧

= {(
𝑢

𝑣
) ′ =

𝑢′𝑣 − 𝑣′𝑢

𝑣2
}

= (
0 ∙ (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)

(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2
−

𝑦2

(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2
)

− (
0 ∙ (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)

(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2
−

𝑧2

(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2
) =

𝑧2 − 𝑦2

(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)2
; 

Ответ: 𝑑𝑖𝑣 𝑀⃗⃗ = 2 −
𝑥2+𝑦2+𝑧2

(𝑥+𝑦+𝑧)2
;  𝑟𝑜𝑡 𝑀⃗⃗ = 𝒊 ∙

𝒚𝟐−𝒛𝟐

(𝑥+𝑦+𝑧)2
+ 𝒋 ∙

𝒛𝟐−𝒙𝟐

(𝑥+𝑦+𝑧)2
+ 𝒌⃗⃗ ∙

𝒛𝟐−𝒚𝟐

(𝑥+𝑦+𝑧)2
). Поле является вихревым, поскольку диверген-

ция не равна 0, и ротор не равен 0. 

 

6) Найти чему равна 𝑑𝑖𝑣 𝑟𝑜𝑡 𝐴 , где 𝐴  любое векторное поле. 
 

Решение: 

𝑟𝑜𝑡 𝐴 = 𝑖 (
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑧
) + 𝑗 (

𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑥
) + 𝑘⃗ (

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑦
) 

𝑑𝑖𝑣 𝑟𝑜𝑡 𝐴 =
𝜕 (

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑧
)

𝜕𝑥
+

𝜕 (
𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑥
)

𝜕𝑦
+

𝜕 (
𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑦
)

𝜕𝑧

=
𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑧
+

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑦𝜕𝑧
−

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
+

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑧𝜕𝑥
−

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑧𝜕𝑦
. 
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Будем считать, что выполняются условия непрерывности в любой 

точке [6, с. 405] см. теорему, тогда: 
 

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
;      

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑧𝜕𝑦
=

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑦𝜕𝑧
;       

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑧
=

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑧𝜕𝑥
;       =>  

𝑑𝑖𝑣 𝑟𝑜𝑡 𝐴 =
𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑧
+

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑦𝜕𝑧
−

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
+

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑧𝜕𝑥
−

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑧𝜕𝑦
=

=
𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑧
+

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑦𝜕𝑧
−

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑧
−

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑦𝜕𝑧
=

= (
𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
) + (

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑧
−

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑧
) + (

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑦𝜕𝑧
−

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑦𝜕𝑧
)

= 0 + 0 + 0 ≡ 0 

Ответ: 𝑑𝑖𝑣 𝑟𝑜𝑡 𝐴 ≡ 0.  
 

7) Найти чему равен 𝑟𝑜𝑡 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝐴, где 𝐴 любое скалярное поле. 
 

Решение: 

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝐴 = 𝑖 
𝜕𝐴

𝜕𝑥
+ 𝑗 

𝜕𝐴

𝜕𝑦
+ 𝑘⃗ 

𝜕𝐴

𝜕𝑧
; 

𝑟𝑜𝑡 𝑑𝑟𝑎𝑔 𝐴 = 𝑖 (
𝜕 (

𝜕𝐴
𝜕𝑧

)

𝜕𝑦
−

𝜕 (
𝜕𝐴
𝜕𝑦

)

𝜕𝑧
) + 𝑗 (

𝜕 (
𝜕𝐴
𝜕𝑥

)

𝜕𝑧
−

𝜕 (
𝜕𝐴
𝜕𝑧

)

𝜕𝑥
)

+ 𝑘⃗ (
𝜕 (

𝜕𝐴
𝜕𝑦

)

𝜕𝑥
−

𝜕 (
𝜕𝐴
𝜕𝑥

)

𝜕𝑦
)

= 𝑖 (
𝜕2𝐴

𝜕𝑦𝜕𝑧
−

𝜕2𝐴

𝜕𝑧𝜕𝑦
) + 𝑗 (

𝜕2𝐴

𝜕𝑧𝜕𝑥
−

𝜕2𝐴

𝜕𝑥𝜕𝑧
) + 𝑘⃗ (

𝜕2𝐴

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝜕2𝐴

𝜕𝑦𝜕𝑥
).  

 

Будем считать, что выполняются условия непрерывности в любой 

точке [6, с. 405] см. теорему, тогда: 
 

𝜕2𝐴

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕2𝐴

𝜕𝑦𝜕𝑥
;      

𝜕2𝐴

𝜕𝑧𝜕𝑦
=

𝜕2𝐴

𝜕𝑦𝜕𝑧
;       

𝜕2𝐴

𝜕𝑥𝜕𝑧
=

𝜕2𝐴

𝜕𝑧𝜕𝑥
;       =>  
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𝑟𝑜𝑡 𝑑𝑟𝑎𝑔 𝐴 = 𝑖 (
𝜕2𝐴

𝜕𝑦𝜕𝑧
−

𝜕2𝐴

𝜕𝑧𝜕𝑦
) + 𝑗 (

𝜕2𝐴

𝜕𝑧𝜕𝑥
−

𝜕2𝐴

𝜕𝑥𝜕𝑧
) + 𝑘⃗ (

𝜕2𝐴

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝜕2𝐴

𝜕𝑦𝜕𝑥
)

= 𝑖 (
𝜕2𝐴

𝜕𝑦𝜕𝑧
−

𝜕2𝐴

𝜕𝑦𝜕𝑧
) + 𝑗 (

𝜕2𝐴

𝜕𝑧𝜕𝑥
−

𝜕2𝐴

𝜕𝑧𝜕𝑥
) + 𝑘⃗ (

𝜕2𝐴

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝜕2𝐴

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

= 𝑖 ∙ 0 + 𝑗 ∙ 0 + 𝑘⃗ ∙ 0 ≡ 0 
 

Ответ: 𝑟𝑜𝑡 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝐴 ≡ 0.  

 

8) Доказать что ∆𝐴 ≡ 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝑖𝑣 𝐴 − 𝑟𝑜𝑡 𝑟𝑜𝑡 𝐴 , где 𝐴 любое вектор-

ное поле. 

 

Решение: 

Выпишем чему равен ∆𝐴 . 

∆𝐴 = 𝑖 ∆𝐴𝑥 + 𝑗 ∆𝐴𝑦 + 𝑘⃗ ∆𝐴𝑧

= 𝑖 (
𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑧2
) + 𝑗 (

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑧2
)

+ 𝑘⃗ (
𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑧2
). 

 

Найдем чему равен 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝑖𝑣 𝐴 :  

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝑖𝑣 𝐴 = 𝑔𝑟𝑎𝑑 (
𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑧
)

= 𝑖 (
𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑥𝜕𝑥
+

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑧
) + 𝑗 (

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑦𝜕𝑥
+

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑦𝜕𝑦
+

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑧
)

+ 𝑘⃗ (
𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑧𝜕𝑥
+

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑧𝜕𝑦
+

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑧𝜕𝑧
). 

 

Найдем чему равен 𝑟𝑜𝑡 𝑟𝑜𝑡 𝐴⃗⃗ :  
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𝑟𝑜𝑡 𝑟𝑜𝑡 𝐴 = 𝑟𝑜𝑡 (𝑖 (
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑧
) + 𝑗 (

𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑥
) + 𝑘⃗ (

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑦
))

= 𝑖 (
𝜕 (

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑦
)

𝜕𝑦
−

𝜕 (
𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑥
)

𝜕𝑧
)

+ 𝑗 (
𝜕 (

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑧
)

𝜕𝑧
−

𝜕 (
𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑦
)

𝜕𝑥
)

+ 𝑘⃗ (
𝜕 (

𝜕𝐴𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑥
)

𝜕𝑥
−

𝜕 (
𝜕𝐴𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝐴𝑦

𝜕𝑧
)

𝜕𝑦
)

= 𝑖 (
𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑦𝜕𝑥
−

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑦𝜕𝑦
−

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑧𝜕𝑧
+

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑧𝜕𝑥
)

+ 𝑗 (
𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑧𝜕𝑦
−

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑧𝜕𝑧
−

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑥
+

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

+ 𝑘⃗ (
𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑥𝜕𝑧
−

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑥
−

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑦
+

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑦𝜕𝑧
) ;   => 

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝑖𝑣 𝐴 − 𝑟𝑜𝑡 𝑟𝑜𝑡 𝐴 

= 𝑖 (
𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑥𝜕𝑥
+

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑧
−

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑦𝜕𝑥
+

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑦𝜕𝑦
+

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑧𝜕𝑧
−

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑧𝜕𝑥
)

+ 𝑗 (
𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑦𝜕𝑥
+

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑦𝜕𝑦
+

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑧
−

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑧𝜕𝑦
+

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑧𝜕𝑧
+

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑥
−

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

+ 𝑘⃗ (
𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑧𝜕𝑥
+

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑧𝜕𝑦
+

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑧𝜕𝑧
−

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑥𝜕𝑧
+

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑥
+

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑦
−

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑦𝜕𝑧
) = 

= 𝑖 ((
𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑥𝜕𝑥
+

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑦𝜕𝑦
+

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑧𝜕𝑧
) + (

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑦𝜕𝑥
) + (

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑧
−

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑧𝜕𝑥
))

+ 𝑗 ((
𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑥
+

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑦𝜕𝑦
+

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑧𝜕𝑧
) + (

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑦𝜕𝑥
−

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

+ (
𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑧
−

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑧𝜕𝑦
))

+ 𝑘⃗ ((
𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑥
+

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑦
+

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑧𝜕𝑧
) + (

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑧𝜕𝑥
−

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑥𝜕𝑧
)

+ (
𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑧𝜕𝑦
−

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑦𝜕𝑧
)). 
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Будем считать, что выполняются условия непрерывности в любой 

точке [6, с. 405] см. теорему, тогда: 
 

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝑖𝑣 𝐴 − 𝑟𝑜𝑡 𝑟𝑜𝑡 𝐴 

= 𝑖 (
𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑥𝜕𝑥
+

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑦𝜕𝑦
+

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑧𝜕𝑧
) + 𝑗 (

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑥
+

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑦𝜕𝑦
+

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑧𝜕𝑧
)

+ 𝑘⃗ (
𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑥
+

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑦
+

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑧𝜕𝑧
)

= 𝑖 (
𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝐴𝑥

𝜕𝑧2
) + 𝑗 (

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝐴𝑦

𝜕𝑧2
)

+ 𝑘⃗ (
𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝐴𝑧

𝜕𝑧2
). 

 

Сравнив выражения ∆𝐴  и 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝑖𝑣 𝐴 − 𝑟𝑜𝑡 𝑟𝑜𝑡 𝐴 , можно увидеть 

что они тождественно равны, поэтому: 

∆𝐴 ≡ 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝑖𝑣 𝐴 − 𝑟𝑜𝑡 𝑟𝑜𝑡 𝐴  

 

Ответ: ∆𝐴 ≡ 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝑖𝑣 𝐴 − 𝑟𝑜𝑡 𝑟𝑜𝑡 𝐴 . 
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2. Статические поля 

 

 

Статическое поле – это постоянное поле, источники которого не-

подвижны. В данном случае, употребляя термин «в вакууме», будем под-

разумевать отсутствие среды – таких тел (объектов), которые оказывают 

влияние на поле, а сами по себе (в отсутствие поля) эти тела могут поля 

не создавать. 

Объёмную плотность δ массы dm в dV и элементарную объёмную 

массу dm определяют выражения: δ = dm/dV, dm = δ/dV. Массу mV в об-

ласти пространства V определяет сумма dm (см. рис. 2.1–1): 

𝑚𝑉 = ∫ 𝑑𝑚

𝑉

= ∫ 𝛿 𝑑𝑉.

𝑉

 

 

 
 

Рис. 2.1 

 

Точечная масса. Пусть объёмная масса с «центром тяжести» в 

точке q имеет (максимальный) линейный размер h, а точка наблюдения а 

находится на расстоянии L = Lqa от расположенной внутри массы m 
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точки q, и L >> h. Тогда, вместо объёмной массы m, в точке q будет рас-

положена точечная масса m, конечная по величине, но имеющая беско-

нечно малые размеры (см. рис. 2.1–2). 

Линейная масса. Пусть объёмная масса mV имеет большую про- 

тяжённость вдоль линии l по сравнению линейными размерами её попе-

речного сечения (см. рис. 2.2–1). Массу dm в объёме Dv = ∆S·dl опреде-

ляет выражение dm = δ·dV = δ·∆S·dl, где δ – средняя объёмная плотность 

в dV. Для такой массы удобно воспользоваться понятием «линейная 

плотность» λ = δ·∆S = dm/dl, а масса dm = λ dl. Если  L>> h можем за-

менить поле объёмной массы с большой протяжённостью вдоль линии l 

линейной массой на линии l. Для этого, не меняя положения l и распре-

деления λ на l, перейдём к пределам: h→0, δ→∞. Элемент dm линейной 

массы на отрезке dl: dm = λ·dl (см. рис. 2.2–2). 

 

 
 

Рис. 2.2 

 

Поверхностная масса (в виде простого слоя). Рассмотрим слу- 

чай, когда объёмная масса (или заряд) представляет собой слой, один  

из линейных размеров которого – толщина слоя h – много меньше двух 

других размеров, а S – проходящая внутри слоя (по его «простиранию») 

поверхность (см. рис. 2.3–1). Масса показанного на этом рисунке эле-

мента объёма dV с центром в точке q: dm = δ·dV = δ·h·dS = σ·dS, где δ – 

средняя объёмная плотность в dV, а σ = δ·h = (dm / dS) – поверхностная 

плотность массы. Если L >> h, то можем изменить такую объёмную 

массу (в виде тонкого слоя) поверхностной массой с поверхностной плот-

ностью σ (см. рис. 2.3–2). При этом элементарную массу dm на площадке 
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dS определяет выражение: dm = σ·dS. Поверхностную массу с поверх-

ностной плотностью σ называют «простой слой». 
 

 
 

Рис. 2.3 

 

Итак, элементарные объемные, линейные и поверхностные массы 

dm определяют выражения: 

Dm = δ dV,   dm = λ·dl,   dm = σ·dS. 

Массы, одинаковые по физической природе, взаимодействуют по 

закону Кулона-Ньютона. Если m1, m2 – точечные массы (либо точечные 

электрические заряды, точечные магнитные полюса), то сила действия 

массы m1 на массу m2: 
 

𝐹12
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑙𝐿12

⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗
𝑚1 ∙ 𝑚2

𝐿12
2 = 

𝑚1 ∙ 𝑚2

𝐿12
3 𝐿12

⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 

 

где единичный вектор 𝑙𝐿12
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =

𝐿12⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ,

𝐿12
, а ν – константа, зависящая от физиче-

ской природы масс (а также системы физических единиц) (см. рис. 2.4, 1). 

 

 
 

Рис. 2.4 
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Пусть на массу mа, находящуюся в точке a, действуют силы 𝐹1𝑎
⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 

𝐹2𝑎
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , обусловленные наличием масс m1, m2 (см. рис. 2.4–2). Тогда си- 

ла 𝐹⃗⃗  ⃗(a), действующая на mа, равна сумме сил 𝐹1𝑎
⃗⃗⃗⃗⃗⃗  и 𝐹2𝑎

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ : 
 

𝐹 (𝑎) = 𝐹1𝑎
⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝐹2𝑎

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 
𝑚1 ∙ 𝑚𝑎

𝐿1𝑎
3 𝐿1𝑎

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 
𝑚2 ∙ 𝑚𝑎

𝐿2𝑎
3 𝐿2𝑎

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ , 

 

или 𝐹 (𝑎) = 𝑚𝑎𝑓 (𝑎), где 𝑓 (𝑎) =
𝑚1

𝐿1𝑎
3 𝐿1𝑎
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ +

𝑚2

𝐿2𝑎
3 𝐿2𝑎
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  – поле 𝑓  масс m1, m2  

в точке a. 

Когда большое количество разных масс (см. рис. 2.5), то каждая 

элементарная масса dmq действует на массу mа с силой: 

𝑑𝐹𝑞𝑎
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 

𝑑𝑚𝑞 ∙ 𝑚𝑎

𝐿𝑞𝑎
3 𝐿𝑞𝑎

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . 

 

 

 

Рис. 2.5 

 

Суммируя все силы, получаем выражение для силы, действующей 

на ma: 𝐹 (𝑎) = 𝑚𝑎𝑓 (𝑎), где поле: 
 

𝑓 (𝑎) = ∑
𝑚𝑞

𝐿𝑞𝑎
3 𝐿𝑞𝑎

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + ∫
(𝑞)𝐿𝑞𝑎

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑑𝑉

𝐿𝑞𝑎
3 +

𝑉

∫
(𝑞)𝐿𝑞𝑎

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑑𝑆

𝐿𝑞𝑎
3 +

𝑆

∫
(𝑞)𝐿𝑞𝑎

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑑𝑙

𝐿𝑞𝑎
3 .

𝑙

 

 

Cкалярную компоненту 𝑓𝑘(𝑎) поля 𝑓 (𝑎), создаваемого совокупно-

стью различных масс, определяет выражение: 
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𝑓𝑘(𝑎) = ∑
𝑚𝑞

𝐿𝑞𝑎
2

cos (𝐿𝑞𝑎
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑙𝑘⃗⃗⃗  )

+ ∫
(𝑞) cos (𝐿𝑞𝑎

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑙𝑘⃗⃗⃗  ) 𝑑𝑉

𝐿𝑞𝑎
2

+

𝑉

∫
(𝑞) cos (𝐿𝑞𝑎

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑙𝑘⃗⃗⃗  ) 𝑑𝑆

𝐿𝑞𝑎
2

𝑆

+∫
(𝑞) cos (𝐿𝑞𝑎

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑙𝑘⃗⃗⃗  ) 𝑑𝑙

𝐿𝑞𝑎
2

.

𝑙

 

 

Интегрирование проводится по тем областям пространства V, по-

верхностям S, линиям l, где имеются соответственно объёмные (δ), по-

верхностные (σ), линейные (λ) массы. 

Совокупность любых масс можем представить, как сумму точеч-

ных масс mq и элементарных масс dmq = δ dV, σ dS, λ dl (см. рис. 2.6).  

 

 
 

Рис. 2.6 

 

Тогда получим одно из уравнений поля 𝑓  в интегральной форме, 

которое называют закон Гаусса: 

𝑓 = ∮(𝑓 ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ )

𝑆[𝑉]

= 4𝜋 ∙ 𝑚𝑉 = 4𝜋 ∙ ∫ 

𝑉

 𝑑𝑉. 

Поток 𝑓 поля 𝑓  через замкнутую поверхность S[V] пропорциона-

лен сумме масс, находящихся внутри области V. 
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Задачи (закон Кулона) 

 

1) Две массы m расположены на расстоянии 2a. Найти статиче-

ское поле в точке А, расположенной на расстоянии h от середины отрезка 

соединяющего массы (см. рис. 2.7).  

 

Решение: 

Для решения задачи удобнее всего 

использовать формулу, которая опреде-

ляет поле как сумму полей от всех масс 

[3, с. 22].  

Поле от двух точечных масс рав-

няется: 𝑓 = 𝑓1⃗⃗  ⃗ + 𝑓2⃗⃗  ⃗ =
𝑚

𝐿1
3 𝐿1
⃗⃗⃗⃗ +

𝑚

𝐿2
3 𝐿⃗ 2, где 

𝐿1
⃗⃗⃗⃗  – вектор от первой массы до точки 

наблюдения, 𝐿2
⃗⃗⃗⃗  – вектор от второй массы 

до точки наблюдения (см. рис. 2.8). 

 

 

 

Рис. 2.8 

 

Рис. 2.7 
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Векторы 𝐿1
⃗⃗⃗⃗  и 𝐿2

⃗⃗⃗⃗  равны по величине √𝑎2 + ℎ2 (вычисляется с помо-

щью теоремы Пифагора), но отличаются по направлению, отсюда сле-

дует, что и величины полей 𝑓1⃗⃗  ⃗ и 𝑓2⃗⃗  ⃗ равны. Для того чтобы найти суммар-

ный вектор поля, найдем компоненты полей 𝑓1⃗⃗  ⃗ и 𝑓2⃗⃗  ⃗ на оси X и Y, сложим 

соответствующие компоненты друг с другом и потом найдем суммарный 

вектор, зная его компоненты вдоль координатных осей. 

Компоненты на ось X для полей 𝑓1⃗⃗  ⃗ и 𝑓2⃗⃗  ⃗ равны соответ-

ственно,  −𝑓1 cos 𝛼  и 𝑓2 cos 𝛼. После суммирования этих компонент мы 

получим 0, поскольку величины полей 𝑓1⃗⃗  ⃗ и 𝑓2⃗⃗  ⃗ равны, косинусы углов 

равны и компоненты отличаются только знаком.  

Компоненты на ось Y для полей 𝑓1⃗⃗  ⃗ и 𝑓2⃗⃗  ⃗ равны соответственно, 

𝑓1 sin 𝛼  и 𝑓2 sin 𝛼. После суммирования этих компонент мы получим 

2𝑓1 sin 𝛼, поскольку величины полей 𝑓1⃗⃗  ⃗ и 𝑓2⃗⃗  ⃗ равны, синусы углов равны 

и компоненты не отличаются знаком. 

Таким образом получаем что вектор суммарного поля будет 

направлен вдоль оси Y и равен то, по величине 2𝑓1 sin 𝛼. Подставим из-

вестные нам величины в конечное выражение поля, не забывая, что уже 

работаем только c величиной вектора:  

2𝑓1 sin 𝛼 = 2
𝑚

(𝑎2+ℎ2)3/2 √𝑎2 + ℎ2 sin 𝛼 = 2
𝑚

(𝑎2+ℎ2)

ℎ

√𝑎2+ℎ2
=

2
𝑚ℎ

(𝑎2+ℎ2)3/2. 

 

Ответ: поле в точке А равно 2
𝑚ℎ

(𝑎2+ℎ2)3/2 и направлено вдоль 

оси  Y. 

 

2) Две массы m и -m расположены на расстоянии 2a. Найти стати-

ческое поле в точке А, расположенной на расстоянии h от середины от-

резка соединяющего массы (см. рис. 2.9). 
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Решение: 

Для решения задачи удобнее всего 

использовать формулу, которая опреде-

ляет поле как сумму полей от всех масс  

[3, с. 22].  

Поле от двух точечных масс рав- 

няется: 𝑓 = 𝑓1⃗⃗  ⃗ + 𝑓2⃗⃗  ⃗ = −
𝑚

𝐿1
3 𝐿1
⃗⃗⃗⃗ +

𝑚

𝐿2
3 𝐿⃗ 2, где 

𝐿1
⃗⃗⃗⃗  – вектор от первой массы до точки 

наблюдения, 𝐿2
⃗⃗⃗⃗  – вектор от второй массы 

до точки наблюдения (см. рис. 2.10). 

 

 

 
 

Рис. 2.10 

 

Векторы 𝐿1
⃗⃗⃗⃗  и 𝐿2

⃗⃗⃗⃗  равны по величине √𝑎2 + ℎ2 (вычисляется  

с помощью теоремы Пифагора), но отличаются по направлению, отсю- 

да следует, что и величины полей 𝑓1⃗⃗  ⃗ и 𝑓2⃗⃗  ⃗ равны, но отличаются  

по направлению. Для того чтобы найти суммарный вектор поля, найдем 

Рис. 2.9 
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компоненты полей 𝑓1⃗⃗  ⃗ и 𝑓2⃗⃗  ⃗ на оси X и Y, сложим соответствующие ком-

поненты друг с другом и потом найдем суммарный вектор, зная его ком-

поненты вдоль координатных осей. Обратим внимание, что в отличие от 

предыдущей задачи поле 𝑓1⃗⃗  ⃗ будет направлено в противоположную сто-

рону, поскольку масса 𝑚1 имеет отрицательный знак. 

Компоненты на ось X для полей 𝑓1⃗⃗  ⃗ и 𝑓2⃗⃗  ⃗ равны соответствен- 

но, 𝑓1 cos 𝛼  и 𝑓2 cos 𝛼. После суммирования этих компонент мы полу- 

чим 2𝑓1 cos 𝛼, поскольку величины полей 𝑓1⃗⃗  ⃗ и 𝑓2⃗⃗  ⃗ равны, косинусы углов 

равны и компоненты не отличаются знаком.  

Компоненты на ось Y для полей 𝑓1⃗⃗  ⃗ и 𝑓2⃗⃗  ⃗ равны соответствен- 

но, −𝑓1 sin 𝛼  и 𝑓2 sin 𝛼. После суммирования этих компонент мы полу-

чим 0, поскольку величины полей 𝑓1⃗⃗  ⃗ и 𝑓2⃗⃗  ⃗ равны, синусы углов равны и 

компоненты отличаются только знаком. 

Таким образом получаем, что вектор суммарного поля будет 

направлен вдоль оси X и равен по величине 2𝑓1 cos 𝛼. Подставим извест-

ные нам величины в конечное выражение поля, не забывая, что уже ра-

ботаем только c величиной вектора: 

 2𝑓1 cos 𝛼 = 2
𝑚

(𝑎2+ℎ2)3/2 √𝑎2 + ℎ2 cos 𝛼 = 2
𝑚

(𝑎2+ℎ2)

𝑎

√𝑎2+ℎ2
=

2
𝑚𝑎

(𝑎2+ℎ2)3/2. 

 

Ответ: поле в точке А равно 2
𝑚𝑎

(𝑎2+ℎ2)3/2 и направлено вдоль 

оси Х. 

 

3) Четыре массы m расположены в углах квадрата со стороной a. 

Найти статическое поле в центре квадрата (точка А) (см. рис. 2.11). 
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Рис. 2.11 

 

Решение: 

Для решения задачи удобнее всего использовать формулу, которая 

определяет поле как сумму полей от всех масс [3, с. 22]. Поле от четырех 

точечных масс равняется: 𝑓 = 𝑓1⃗⃗  ⃗ + 𝑓2⃗⃗  ⃗ + 𝑓3⃗⃗  ⃗ + 𝑓4⃗⃗⃗  =
𝑚

𝐿1
3 𝐿1
⃗⃗⃗⃗ +

𝑚

𝐿2
3 𝐿⃗ 2 +

𝑚

𝐿3
3 𝐿3
⃗⃗⃗⃗ +

𝑚

𝐿4
3 𝐿⃗ 4, где 𝐿1

⃗⃗⃗⃗  – вектор от первой массы до точки наблюдения, 𝐿2
⃗⃗⃗⃗  – вектор 

от второй массы до точки наблюдения, 𝐿3
⃗⃗⃗⃗  – вектор от третьей массы до 

точки наблюдения, 𝐿4
⃗⃗⃗⃗  – вектор от четвертой массы до точки наблюдения 

(см. рис. 2.12). 
 

 
 

Рис. 2.12 
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Все вектора 𝐿𝑖
⃗⃗  ⃗ равны по величине, но отличны по направлению, по-

этому и соответствующие поля от каждой точечной массы равны по ве-

личине, но отличаются по направлению. 

Рассмотрим суммарные поля от каждой пары противоположных 

относительно центра точечных масс (массы 1 и 3, массы 2 и 4) по отдель-

ности. Учитывая, что величины 𝐿1
⃗⃗⃗⃗  и 𝐿3

⃗⃗⃗⃗  равны, а направления противопо-

ложны, тогда мы можем записать, что 𝐿1
3 = 𝐿3

3 , 𝐿1
⃗⃗⃗⃗ = −𝐿3

⃗⃗⃗⃗ . Тогда суммар-

ное поле от массы 1 и 3 равно: 𝑓1⃗⃗  ⃗ + 𝑓3⃗⃗  ⃗ =
𝑚

𝐿1
3 𝐿1
⃗⃗⃗⃗ +

𝑚

𝐿3
3 𝐿⃗ 3 =

𝑚

𝐿1
3 𝐿1
⃗⃗⃗⃗ −

𝑚

𝐿1
3 𝐿⃗ 1 = 0. 

То есть суммарное поле от масс 1 и 3 равно 0. 

Проделав точно такие же рассуждения для масс 2 и 4 получим, что 

суммарное поле от них также равно 0. Отсюда следует, что суммарное 

поле от всех точечных масс в точке А равно 0. 

Эту же задачу можно решить, используя уже решенную ранее за-

дачу 1 в этом разделе, где было получено поле от двух точечных одина-

ковых масс на некотором расстоянии от отрезка соединяющего массы, 

оно равнялось 2
𝑚ℎ

𝑎2+ℎ2
 и было направлено вдоль вертикальной оси. 

Решая эту задачу также необходимо разделить решение на две ча-

сти, где находятся поля от суммы двух противоположных масс попарно 

1,3 и 2,4. Можно увидеть, что поле в центре квадрата от масс 1 и 3 равно 

полю от двух точечных масс из задачи 1, но нужно вместо h подставить 0 

(поскольку мы ищем поле на расстоянии 0 от отрезка соединяющего 

массы), а вместо a подставить
 𝑎∙√2

2
 (поскольку расстояние между массами 

равно 𝑎 ∙ √2). Тогда, получим  
 

2
𝑚ℎ

(𝑎2+ℎ2)3/2 → 2
𝑚∙0

((
 𝑎∙√2

2
)2+02)3/2

= 0. 

 

Проделав такие же рассуждения для второй пары масс получим, 

что суммарное поле от них тоже равно 0 и соответственно общее суммар-

ное поле от всех 4-х масс равно 0, что мы уже показали выше. 

 

Ответ: статическое поле в точке А равно 0. 
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4) Четыре массы расположены в углах квадрата со стороной a.  

Две массы величиной m расположены в двух соседних углах, а две другие 

величиной -m в противоположных. Найти статическое поле в центре 

квадрата (см. рис. 2.13). 

 

 
 

Рис. 2.13 

 

Решение: 

Для решения задачи удобнее всего использовать формулу, которая 

определяет поле как сумму полей от всех масс [3, с. 22]. Поле от четырех 

точечных масс равняется: 𝑓 = 𝑓1⃗⃗  ⃗ + 𝑓2⃗⃗  ⃗ + 𝑓3⃗⃗  ⃗ + 𝑓4⃗⃗⃗  =
𝑚

𝐿1
3 𝐿1
⃗⃗⃗⃗ +

𝑚

𝐿2
3 𝐿⃗ 2 +

𝑚

𝐿3
3 𝐿3
⃗⃗⃗⃗ +

𝑚

𝐿4
3 𝐿⃗ 4, где 𝐿1

⃗⃗⃗⃗  – вектор от первой массы до точки наблюдения, 𝐿2
⃗⃗⃗⃗  – вектор 

от второй массы до точки наблюдения, 𝐿3
⃗⃗⃗⃗  – вектор от третьей массы до 

точки наблюдения, 𝐿4
⃗⃗⃗⃗  – вектор от четвертой массы до точки наблюдения 

(см. рис. 2.14). 
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Рис. 2.14 

 

Все вектора 𝐿𝑖
⃗⃗  ⃗ равны по величине, но отличны по направлению, по-

этому и соответствующие поля от каждой точечной массы равны по ве-

личине, но отличаются по направлению. 

Рассмотрим суммарные поля от каждой пары противоположных 

относительно центра точечных масс (массы 1 и 3, массы 2 и 4) по отдель-

ности. Учитывая, что массы имеют разный знак, величины 𝐿1
⃗⃗⃗⃗  и 𝐿3

⃗⃗⃗⃗  равны, 

а направления противоположны, тогда мы можем записать, что 𝐿1
3 = 𝐿3

3 ,

𝐿1
⃗⃗⃗⃗ = −𝐿3

⃗⃗⃗⃗ . Тогда суммарное поле от массы 1 и 3 равно: 𝑓1⃗⃗  ⃗ + 𝑓3⃗⃗  ⃗ =
𝑚

𝐿1
3 𝐿1
⃗⃗⃗⃗ +

−𝑚

𝐿3
3 𝐿⃗ 3 =

𝑚

𝐿1
3 𝐿1
⃗⃗⃗⃗ +

𝑚

𝐿1
3 𝐿⃗ 1 =

2𝑚

𝐿1
3 𝐿⃗ 1. То есть суммарное поле от масс 1 и 3 равно 

𝑓13 =
2𝑚

𝐿1
2  и направлено от центра квадрата к массе 3. 

Применив такие же рассуждения к другой паре точечных масс 2 и 

4, получим, что суммарное поле от масс 2 и 4 равно 𝑓24 =
2𝑚

𝐿1
2  и направ-

лено от центра квадрата к массе 4. 

Теперь осталось просуммировать два поля от каждой пары точеч-

ных масс 𝑓13
⃗⃗⃗⃗  ⃗ и 𝑓24

⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ (см. рис. 2.15). Для того чтобы найти суммарный век-

тор поля, найдем компоненты полей 𝑓13
⃗⃗⃗⃗  ⃗ и 𝑓24

⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ на оси X и Y, сложим  

соответствующие компоненты друг с другом и потом найдем суммарный 

вектор, зная его компоненты вдоль координатных осей. 
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Рис. 2.15 

 

Компоненты на ось X для полей 𝑓13
⃗⃗⃗⃗  ⃗ и 𝑓24

⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ равны соответственно, 

𝑓13 cos 𝛼  и 𝑓24 cos 𝛼. Помня, что величины 𝑓13
⃗⃗⃗⃗  ⃗ и 𝑓24

⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ равны, поэтому полу-

чим после суммирования компонент вдоль оси X следующее 2𝑓13 cos 𝛼.  

Компоненты на ось Y для полей 𝑓13
⃗⃗⃗⃗  ⃗ и 𝑓24

⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ равны соответствен- 

но, −𝑓13 sin 𝛼  и 𝑓24 sin 𝛼. После суммирования этих компонент мы полу-

чим 0, поскольку величины полей 𝑓13
⃗⃗⃗⃗  ⃗ и 𝑓24

⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ равны, синусы углов равны и 

компоненты отличаются только знаком. Поскольку угол α равен в квад-

рате 450, то его синус и косинус равны 
√2

2
. 

Таким образом получаем, что вектор суммарного поля от четырех 

точечных масс будет направлен вдоль оси X и равен по величине 

2𝑓13 cos 𝛼. Подставим известные нам величины в конечное выражение 

поля, не забывая, что уже работаем только c величиной вектора: 

2𝑓13 cos 𝛼 =
2𝑚

𝐿1
2 cos 𝛼 =

2𝑚

(
𝑎√2

2
)2

√2

2
=

2√2∙𝑚

𝑎2 . 

 

Ответ: поле в точке А равно 
2√2∙𝑚

𝑎2 , и направлено вдоль оси X. 
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5) Есть бесконечно тонкое кольцо радиуса r и линейной плотно-

стью массы . Найти статическое поле в точке А, расположенной на рас-

стоянии h от центра кольца (см. рис. 2.16). 

Решение: 

Задачу можно решить, используя 

уже решенную ранее задачу 1 в этом раз-

деле, где было получено поле от двух то-

чечных одинаковых масс на некотором 

расстоянии от отрезка соединяющего 

массы, оно равнялось 2
𝑚ℎ

𝑎2+ℎ2 и было 

направлено вдоль вертикальной оси. 

Если разбить кольцо на множество 

бесконечно малых кусочков длиной 𝑑𝑙 и со-

ответственно массой  ∙ 𝑑𝑙 (см. рис. 2.17), и 

взяв два таких кусочка расположенные на 

одном диаметре кольца, то можно увидеть что поле от этих двух проти-

воположных кусочков можно найти, используя задачу 1 из этого раздела, 

где h остается тем же h, что и в задаче 1, вместо 𝑎 нужно подставить 𝑟 

(поскольку расстояние между массами равно 2𝑟), а массу m нужно заме-

нить на маленькую массу  ∙ 𝑑𝑙. Тогда, получим 2
𝑚ℎ

(𝑎2+ℎ2)3/2 →

2
∙𝑑𝑙∙ℎ

(𝑟2+ℎ2)3/2. Поле от этих двух маленьких масс направлено вверх. 

 

Рис. 2.17 

Рис. 2.16 
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Для того чтобы найти поле от всего кольца необходимо проинте-

грировать поле от двух маленьких масс по всей длине кольца, которое 

разбито на маленькие массы. Поскольку направление для любой пары ма-

леньких масс направлено вверх для вычисления суммарного поля нужно 

просто просуммировать величины полей от всех масс, а направление у 

суммарного поля будет также вверх. Длина окружности, как известно, 

2𝜋𝑟, но поскольку из задачи 1 известно поле от двух противоположных 

масс, то для того, чтобы узнать поле от всего кольца необходимо взять 

интеграл по длине от половины кольца. 

Возьмем этот интеграл: 
 

∫ 2
 ∙ 𝑑𝑙 ∙ ℎ

(𝑟2 + ℎ2)3/2
=

𝜋𝑟

0

2
 ∙ ℎ

(𝑟2 + ℎ2)3/2
∫ 𝑑𝑙 =

𝜋𝑟

0

2
 ∙ ℎ

(𝑟2 + ℎ2)3/2
(𝜋𝑟 − 0)

= 2
 ∙ ℎ ∙ 𝜋𝑟

(𝑟2 + ℎ2)3/2
. 

 

Можно заметить, что величина 2 ∙ 𝜋𝑟 равна массе всего кольца, 

тогда ответ можно переписать в виде 
𝑚∙ℎ

(𝑟2+ℎ2)3/2, где m – масса всего 

кольца. 

 

Ответ: поле в точке А равно 2
∙ℎ∙𝜋𝑟

(𝑟2+ℎ2)3/2 или 
𝑚∙ℎ

(𝑟2+ℎ2)3/2 (если нам 

известна масса кольца) и направлено вверх. 

 

6) Две массы m и -m расположены на расстоянии 2a. Найти стати-

ческое поле в точке А, расположенной на расстоянии h от середины от-

резка соединяющего массы. Известно, что h >> 2a (см. рис. 2.18). 
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Рис. 2.18 

 

Решение: 

Задача по сути аналогична задаче 2 из данного раздела, отличие со-

стоит лишь в том, что расстояние h >> 2a, то есть нам надо найти поле 

диполя. 

Итак, полное решение задачи 2 дает следующее точное выражение 

для поля в нашем случае: 𝑓 = 2
𝑚𝑎

(𝑎2+ℎ2)3/2. Вспомнив, что h >> 2a упро-

стим выражение: 𝑓 = 2
𝑚𝑎

(𝑎2+ℎ2)3/2 ≈ 2
𝑚𝑎

(ℎ2)
3
2

= 2
𝑚𝑎

ℎ3  . Направлено наше 

поле вдоль направления от массы m к массе -m. 

 

Ответ: поле равно 2
𝑚𝑎

ℎ3  и направлено вдоль направления от 

массы m к массе -m. 
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Задачи (закон Гаусса) 

 

В этом разделе будут показаны решения задач по нахождению 

поля, используя уравнение статического поля [3, с. 28], которое получено 

из формулы Гаусса-Остроградского. Согласно этой формуле поток 𝑓 

поля 𝒇⃗  через замкнутую поверхность 𝑆[𝑉] пропорционален сумме масс 

находящихся в области 𝑉: 
 

𝑓 = ∮ (𝒇⃗ ∙ 𝒅𝑺⃗⃗ ) = 4𝜋 ∙ 𝑚𝑉 =
𝑆[𝑉]

4𝜋 ∫ 𝛿
𝑉

∙ 𝑑𝑉. 

 

Из выражения для потока видно, что для удобства вычисления ин-

тегралов необходимо правильно выбрать поверхность, на которой будет 

считаться поток, и внутри которой будет считаться общая масса. Чаще 

всего такими поверхностями удобно выбрать те, на которых поле не ме-

няется, то есть в любой точке поверхности поле одинаково или хотя бы 

одинаково скалярное произведение поля и нормали к поверхности. Часто 

случается, что нет замкнутой поверхности, на которой поле не меняется, 

но бывает, что можно разбить всю замкнутую поверхность на несколько 

частей, на каждой из которых поле уже считается просто. 

Выбор удобной поверхности всегда связан с симметрией задачи. 

Если в задаче есть какая-либо симметрия, то значит есть симметричные 

точки, в которых поле одинаково и именно по этим симметричным точ-

кам удобно выбрать поверхность для расчета потока поля. Например: 

1) если у вас сферическая симметрия, тогда удобно выбрать сферу с цен-

тром в центре симметрии, тогда на ее поверхности поле будет одинаково; 

2) если у вас цилиндрическая симметрия, тогда удобно выбрать в каче-

стве поверхности цилиндр, ось которого совпадает с осью симметрии, то-

гда на боковой поверхности поле будет одинаково, а на торцах цилиндра 

придется уже считать отдельно поле; 3) еще есть симметрия относи-

тельно какой либо плоскости, в таком случае удобно выбрать в качестве 

поверхности параллелепипед, в котором поверхность симметрии прохо-

дит через середину параллелепипеда, в этом случае на боковых гранях 

надо будет отдельно считать поле, а на верхней или нижней поле будет 

одинаково. 
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Необходимо помнить, что решая задачи, использующие симмет-

рию, нужно понимать, как именно доказывать, что симметрия дает вам в 

этом случае удобство, и что в каждой точке выбранной поверхности поле 

у вас будет одинаково. В задачах данного раздела будут показаны такие 

рассуждения и доказательства. 

Существуют задачи, в которых имеется несколько объектов, кото-

рые создают поле. Учитывая свойство суперпозиции статических полей 

можно посчитать поля от каждого объекта отдельно, учитывая симмет-

рию и удобный расчет поля для каждого, а потом просто сложить поля от 

всех объектов для получения конечного ответа. 
 

7) Найти статическое поле везде от точечной массы m (см. 

рис. 2.19). 

 
 

Рис. 2.19 

 

Решение: 

Для нахождения поля через поток, нужно выбрать поверхность, че-

рез которую будет считаться поток, и внутри которой будет учитываться 

масса. Поскольку в данном случае мы имеем сферическую симметрию, 

то лучшая поверхность для этого это сфера с центром в точке расположе-

ния массы. Такая поверхность полностью учитывает симметрию задачи. 

Соответственно меняя радиус сферы от 0 до бесконечности сможем 

найти поле во всем пространстве. 

Итак, найдем поле на поверхности сферы радиусом r. Для начала 

нам нужно показать, что поле в любой точке такой сферы одинаково по 
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величине и имеет направление нормальное к поверхности сферы. Дока-

жем это утверждение от противного. Для доказательства нам как раз по-

может симметрия задачи.  

Допустим на сфере есть две точки А и В, и в этих точках поле от-

личается. Тогда проведем следующие рассуждения: наблюдатель смот-

рит на нашу систему и видит, что в точке А поле равно величине 𝑓𝐴⃗⃗  ⃗  

(см. рис. 2.20, 1). Теперь представьте, что наблюдатель закрыл глаза и его 

переместили так, что точка В для него теперь совпала с точкой А (см.  

рис. 2.20, 2) и открыв глаза он увидит, что поле в точке изменилось с 𝑓𝐴⃗⃗  ⃗ 

на 𝑓В⃗⃗  ⃗, но никаких других изменений кроме этого нет (см. рис. 2.20, 3). 

Точечная масса, как была в центре сферы, так и осталась, никаких новых 

объектов не появилось, пространство как было изотропным, так и оста-

лось. То есть для наблюдателя ничего не изменилось, кроме величины 

поля, что невозможно. Таким образом получается противоречие: поле не 

должно меняться, но оно поменялось. 

 

 
 

Рис. 2.20 

 

Отсюда следует вывод, что поля 𝑓𝐴⃗⃗  ⃗ на 𝑓В⃗⃗  ⃗ равны, а это возможно 

только в том случае, если в любой точке на сфере величины полей будут 

равны и направлены перпендикулярно поверхности сфере, то есть по 

нормали к ней. 

Найдем это поле посчитав поток: 𝑓 = ∮ (𝒇⃗ ∙ 𝒅𝑺⃗⃗ ) =
𝑆[𝑉]

{𝑓 ||𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ } =

∮ 𝑓 ∙ 𝑑𝑆 =
𝑆[𝑉]

𝑓 ∮ 𝑑𝑆 =
𝑆[𝑉]

𝑓 ∙ 4𝜋𝑟2. При преобразованиях было учтено, что 
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поле параллельно нормали к поверхности и поэтому можно убрать ска-

лярное произведение, в котором косинус угла между параллельными век-

торами равен 1. Также вынесли величину поля из-под знака интеграла, 

поскольку оно не зависит от точки сферы и везде на сфере одинаково. 

Сам интеграл равен площади сферы 4𝜋𝑟2. 

Другая часть равенства из формулы для потока равняется массе за-

ключенной внутри сферы умноженной на 4𝜋. Таким образом получаем: 

𝑓 ∙ 4𝜋𝑟2 = 4𝜋𝑚 => 𝑓 =
𝑚

𝑟2. Направление поля по нормали к поверх-

ности сферы, то есть вдоль радиуса от точечной массы к точке где ищем 

поле. 

Необходимо отметить, что мы нашли поле везде, кроме точки, где 

находится сама масса. В этой точке поле не определено, поскольку в этой 

точке не работает формула Гаусса-Остроградского из-за неограниченно-

сти и не дифференцируемости поля [3, с. 17]. 

Если внимательно посмотреть, то видно, что ответ совпадает с фор-

мулой 2.4 [3, с. 22], где в качестве источника поля будет выступать одна 

точечная масса. 

Полезно посмотреть и проанализировать график поля в зависимо-

сти от расстояния от центра рассматриваемой системы (см. рис. 2.21). 

 

 
 

Рис. 2.21 
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Как видно из рисунка, поле описывается гиперболой степени 2. Ве-

личина поля при удалении от источника поля уменьшается и стремится к 

нулю. При приближении к точечной массе величина поля наоборот уве-

личивается и становится очень большой при близком приближении к то-

чечной массе, в пределе бесконечной. Из графика также видно, что поле 

определено везде кроме точки r = 0, о чем было написано выше. 

Ответ: величина поля равна 
𝑚

𝑟2 и направлено оно вдоль направле- 

ния от массы m к точке наблюдения. 

8) Найти статическое поле везде от бесконечно тонкой сферы мас-

сой m и радиусом R (см. рис. 2.22). 

 

 
 

Рис. 2.22 

 

Решение: 

Для нахождения поля от бесконечно тонкой сферы необходимо 

разделить решение задачи на 2 части по числу областей, где мы будем 

искать поле. 

Для начала будем искать поле в области где r > R, то есть мы нахо-

димся не внутри сферы, а снаружи ее. Как и в задаче № 7 этого раздела, 

у нас есть сферическая симметрия и после проведения таких же рассуж-

дений можно выписать формулу для потока поля: 
 

𝑓 ∙ 4𝜋𝑟2 = 4𝜋𝑚 => 𝑓 =
𝑚

𝑟2. 
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Направление поля по нормали к поверхности сферы, то есть вдоль 

радиуса от центра системы к точке, где ищем поле. 

Вторая область, где нам необходимо найти поле, это внутри сферы 

с массой m (r < R). Найдем поле, используя то же самое выражение для 

потока поля. 

В этом случае также имеется сферическая симметрия в задаче, то 

есть можно выбрать в качестве поверхности, через которую будем счи-

тать поток, сферу с радиусом меньшим чем R и центром, совпадающим с 

центром системы. Используя такие же рассуждения, как и в задаче 7 

можно прийти к выводу, что поле на поверхности такой сферы направ-

лено вдоль радиуса и равно по величине, отсюда выпишем выражение 

для потока поля: 
 

𝑓 ∙ 4𝜋𝑟2 = 4𝜋𝑚 . 
 

Можно вспомнить, что в этом выражении справа стоит масса, ко-

торая заключена внутри сферы, на поверхности которой мы ищем поле. 

По условию задачи вся масса сосредоточена в сфере радиусом R и других 

масс нет. Тогда понятно, что внутри нашей поверхности, которая имеет 

радиус меньше чем R, нет массы, то есть правая часть выражения будет 

равна 0. 
 

𝑓 ∙ 4𝜋𝑟2 = 4𝜋𝑚 = 0 => 𝑓 = 0. 
 

То есть внутри сферы обладающей массой поле равно 0. 

Необходимо отметить, что мы нашли поле везде кроме сферы, где 

находится масса (r = R). На этой сфере поле не определено, поскольку на 

ней не работает формула Гаусса-Остроградского из-за неограниченности 

и не дифференцируемости поля [3, с. 17]. 

Полезно посмотреть и проанализировать график поля в зависимо-

сти от расстояния от центра рассматриваемой системы (см. рис. 2.23). 
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Рис. 2.23 

 

Как видно из рисунка, график поля разделен на две части до R и 

после. 

В области, где r > R поле описывается гиперболой степени 2. Вели-

чина поля при удалении от источника поля уменьшается и стремится к 

нулю. При приближении к R величина поля наоборот увеличивается и 

стремится к значению 𝑓 =
𝑚

𝑅2. 

При r < R график равен 0. Поскольку при r = R график имеет разрыв, 

то в этой точке функция поля не дифференцируема и поэтому, на сфере 

где r = R, поле не определено. 
 

Ответ: если r > R то величина поля равна 
𝑚

𝑟2 и направлено вдоль 

направления от центра сферы к точке наблюдения; если r < R то величина 

поля равна 0. 

 

9) Найти статическое поле везде от шара радиусом R с равномерно 

распределенной плотностью объемной массы равной  (см. рис. 2.24). 
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Рис. 2.24 

 

Решение: 

Для нахождения поля от шара необходимо разделить решение за-

дачи на 2 части по числу областей, где мы будем искать поле. 

Для начала будем искать поле в области где r > R, то есть мы нахо-

димся не внутри шара, а снаружи его. Как и в задаче № 7 этого раздела, 

у нас есть сферическая симметрия и после проведения таких же рассуж-

дений можно выписать формулу для потока поля: 
 

𝑓 ∙ 4𝜋𝑟2 = 4𝜋𝑚 => 𝑓 =
𝑚

𝑟2. 

 

Массу шара можно легко найти, умножив его плотность  на объем, 

который равен π𝑅3 ∙ 4/3. В итоге получим, что масса равна: 
 

𝑚 =  𝜋𝑅3 ∙
4

3
∙ 𝜌, =>   𝑓 =

𝑚

𝑟2 = 𝜋
𝑅3

𝑟2 ∙
4

3
∙ 𝜌. 

 

Направление поля по нормали к поверхности сферы, то есть вдоль 

радиуса от центра системы к точке, где ищем поле. 

Для нахождения поля внутри шара (r < R) будем искать поток поля 

на сфере с радиусом r, которая располагается внутри шара. Используя 

рассуждения из задачи № 7 о сферической симметрии задачи, можно по-

нять, что на поверхности такой сферы поле будет равно по модулю и 

направлено вдоль направления радиуса. Исходя из этого, можно выпи-

сать уравнение потока поля в следующем виде: 

𝑓 ∙ 4𝜋𝑟2 = 4𝜋𝑚 => 𝑓 =
𝑚

𝑟2
. 
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Осталось найти массу, сосредоточенную внутри нашей сферы, на 

поверхности которой мы ищем поле. Масса данной сферы будет равна:  
 

𝑚 =  𝜋𝑟3 ∙
4

3
∙ 𝜌, =>  𝑓 =

𝑚

𝑟2 = 𝜋
𝑟3

𝑟2 ∙
4

3
∙ 𝜌 = 𝜋𝑟 ∙

4

3
∙ 𝜌. 

 

Направление поля будет по нормали к поверхности сферы, то есть 

вдоль радиуса от центра системы к точке, где ищем поле. 

В данной задаче, в отличие от двух предыдущих, искомое поле 

определено везде, что можно увидеть, проанализировав график поля на 

различных радиусах (см. рис. 2.25). 

 

 
 

Рис. 2.25 

 

Величина поля начинается с 0 и линейно возрастает вплоть до 

r = R и далее начинает спадать по гиперболе степени 2. На больших  

удалениях поле стремится к 0. Из графика видно, что величины поля  

непрерывны и принимают значения на всем промежутке возможных r, в 

отличие от двух предыдущих задач. 

В чем же отличие данной задачи? Почему у нас в предыдущих 

находились точки, где поле не определено, а в задаче № 9 таких точек 

нет? Ответ заключается в том, что в предыдущих задачах были точки, 

которые имели бесконечную плотность вещества в точечном объекте (см. 

задача № 7) или в бесконечно тонком объекте (см. задача № 8). Именно в 
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таких местах поле невозможно определить из наших уравнений, по-

скольку невозможно посчитать пространственные производные от беско-

нечных величин. 

В случае же равномерно распределенной массы, как в задаче № 9, 

таких проблем не возникает и поле можно определить везде.  

Ответ: если r > R то величина поля равна 𝜋
𝑅3

𝑟2 ∙
4

3
∙ 𝜌 и направлено 

вдоль направления от центра сферы к точке наблюдения; если r < R  

то величина поля равна 𝜋𝑟 ∙
4

3
∙ 𝜌 и направлено вдоль направления от  

центра сферы к точке наблюдения. 

 

10) Найти статическое поле везде от шара радиусом R1 с равно-

мерно распределенной плотностью объемной массы равной  и сфериче-

ской полостью, расположенной в центре шара с радиусом R2 (см.  

рис. 2.26). 

 

 
 

Рис. 2.26 

 

Решение: 

Для нахождения поля от полого шара необходимо разделить реше-

ние задачи на 3 части по числу областей, где мы будем искать поле. Это 

следующие области: r > R1, r < R2 и R1 > r > R2. 

Как и в задаче № 7 мы имеем сферическую симметрию, поэтому 

выбор поверхностей, на которых мы будем считать поток поля очевиден, 
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это будут сферы различного радиуса. Если повторить все те рассуждения, 

которые были приведены в задаче № 7 можно понять, что в этой задаче 

также, как и в задаче 7, величина поля на сфере радиуса r (который может 

быть из всех 3-х областей) будет одинакова и направление поля будет 

вдоль направления по радиусу от центра системы к точке наблюдения. 

При r > R1 мы находимся не внутри шара, а снаружи его. Как и  

в задаче № 7 этого раздела у нас есть сферическая симметрия и пос- 

ле проведения таких же рассуждений можно выписать формулу для по-

тока поля: 

𝑓 ∙ 4𝜋𝑟2 = 4𝜋𝑚 => 𝑓 =
𝑚

𝑟2. 

Массу шара можно найти, умножив его плотность  на объем, ко-

торый занимает масса. Объем этот равен разности объемов большой 

сферы с радиусом R1 и полости в шаре радиусом R2. В виде формул это 

выражается следующим образом: 
 

𝑉 = 𝑉1 − 𝑉2 = 𝜋𝑅13 ∙
4

3
− 𝜋𝑅23 ∙

4

3
= 𝜋 ∙

4

3
(𝑅13 − 𝑅23), 

 

отсюда следует, что поле в области r > R1 будет следующее: 
 

𝑓 ∙ 4𝜋𝑟2 = 4𝜋𝑚 => 𝑓 =
𝑚

𝑟2 =
𝜋∙

4

3
∙𝜌(𝑅13−𝑅23)

𝑟2 . 

 

При r < R2 мы находимся внутри полости. Как и в задаче № 8, когда 

мы находились внутри полой сферы, поле находится следующим обра-

зом: внутри поверхности, на которой мы ищем значение поля и которая 

имеет радиус r меньше чем R2, нет массы, то есть правая часть выраже-

ния будет равна 0. 
 

𝑓 ∙ 4𝜋𝑟2 = 4𝜋𝑚 = 0 => 𝑓 = 0, 
 

то есть внутри полости поле равно 0. 

Осталось определить поле в области R1 > r > R2. Для этого запишем 

наше выражение для потока поля через сферическую поверхность в за-

даче со сферической симметрией: 
 

𝑓 ∙ 4𝜋𝑟2 = 4𝜋𝑚 => 𝑓 =
𝑚

𝑟2. 



50 
 

Опять же для определения величины необходимо посчитать массу, 

которая заключена внутри сферы ограниченной радиусом r (R1 > r > R2). 

Чтобы посчитать эту массу надо плотность  умножить на объем, кото-

рый занимает масса. Объем этот равен разности объемов сферы с радиу-

сом r и полости в шаре радиусом R2. В виде формул это выражается сле-

дующим образом: 
 

𝑉 = 𝑉 − 𝑉2 = 𝜋𝑟3 ∙
4

3
− 𝜋𝑅23 ∙

4

3
= 𝜋 ∙

4

3
(𝑟3 − 𝑅23), 

 

отсюда следует, что поле в области R1 > r > R2 будет следующее: 
 

𝑓 ∙ 4𝜋𝑟2 = 4𝜋𝑚 => 𝑓 =
𝑚

𝑟2 =
𝜋∙

4

3
∙𝜌(𝑟3−𝑅23)

𝑟2 . 

 

Нарисуем график найденного поля во всем диапазоне радиусов (см. 

рис. 2.27). 

 
 

Рис. 2.27 

 

По графику поля видно, что внутри полости у нас поле равно 0, что 

похоже на полую сферу, внутри которой поле тоже было нулевое (см. за-

дача № 7). Далее величина поля начинает расти от радиуса R2 до радиуса 

R1 (аналогия с задачей № 8 с шаром), но уже не линейно. После выхода 

радиуса за пределы полого шара мы получаем гиперболический спад со 

степенью 2, что схоже с полем от точечной массы, где на бесконечном 

удалении мы имеем поле, стремящееся к 0. 
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Ответ: если r < R2, то величина поля равна 0; если R1 > r > R2, то 

величина поля равна 
𝜋∙

4

3
∙𝜌(𝑟3−𝑅23)

𝑟2  и направлено вдоль направления от 

центра сферы к точке наблюдения; если r > R1, то величина поля равна 

𝜋∙
4

3
∙𝜌(𝑅13−𝑅23)

𝑟2  и направлено вдоль направления от центра сферы к точке 

наблюдения. 

 

11) Найти статическое поле везде от бесконечно тонкой нити с ли-

нейной плотностью , которая вытянута вдоль одной прямой  

(см. рис. 2.28). 

 

 
 

Рис. 2.28 

 

Решение: 

Как уже говорилось в этом разделе, для удобного решения задачи 

на нахождение поля через вычисление потока через некоторую поверх-

ность, необходимо правильно выбрать поверхность, на которой будет 

удобно считать поток поля. В данной задаче есть цилиндрическая сим-

метрия, то есть имеется одна выделенная ось (вдоль тонкой бесконечной 

нити), вокруг которой все направления одинаковы. Соответственно, при 

таком типе симметрии удобнее всего выбирать поверхность в виде ци-

линдра (см. рис. 2.29). 
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Рис. 2.29 

 

Изменяя радиус и длину такого цилиндра, можно найти поле во 

всем пространстве. Для нахождения поля необходимо вначале доказать, 

что на поверхности цилиндра искомое статическое поле будет иметь оди-

наковую величину и направлено перпендикулярно оси симметрии. Дока-

жем это аналогично тому как мы это делали в задачах со сферической 

симметрией (см. задача № 7). 

Допустим на боковой поверхности цилиндра есть две точки А и В, 

и в этих точках поле отличается. Тогда проведем следующие рассужде-

ния: наблюдатель смотрит на нашу систему и видит, что в точке А поле 

равно величине 𝑓𝐴⃗⃗  ⃗ (см. рис. 2.30, 1). Теперь представьте, что наблюдатель 

закрыл глаза и его переместили так, что точка В для него теперь совпала 

с точкой А (см. рис. 2.30, 2) и открыв глаза он увидит, что поле в точке 

изменилось с 𝑓𝐴⃗⃗  ⃗ на 𝑓В⃗⃗  ⃗, но никаких других изменений кроме этого нет (см. 

рис. 2.30, 3). Линейная масса, как была по оси системы, так и осталась, 

никаких новых объектов не появилось, пространство как было изотроп-

ным, так и осталось. То есть для наблюдателя ничего не изменилось, 

кроме величины поля, что невозможно. Таким образом получается про-

тиворечие: поле не должно меняться, но оно поменялось. 
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Рис. 2.30 

 

Отсюда следует вывод, что поля 𝑓𝐴⃗⃗  ⃗ и 𝑓В⃗⃗  ⃗ равны, а это возможно 

только в том случае, если в любой точке на боковой поверхности цилин-

дра величины полей будут равны и направлены перпендикулярно боко-

вой поверхности цилиндра, то есть по нормали к ней. 

Найдем это поле посчитав поток. В этом случае поток необходимо 

считать через поверхность цилиндра с некоторой длиной l. Суммарный 

поток равен сумме двух частей: 1) через боковую поверхность; 2) через 

две торцевые поверхности. 

Найдем поток через боковую поверхность: 𝑓 = ∮ (𝑓 ∙
𝑆[𝑉]

𝑑𝑆 ) = {𝑓 ||𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ } = ∮ 𝑓 ∙ 𝑑𝑆 =
𝑆[𝑉]

𝑓 ∮ 𝑑𝑆 =
𝑆[𝑉]

𝑓 ∙ 2𝜋𝑟𝑙, где l – длина цилиндра 

вдоль оси симметрии. При преобразованиях было учтено, что поле па-

раллельно нормали к поверхности и поэтому можно упростить скалярное 

произведение, в котором косинус угла между параллельными векторами 

равен 1. Также вынесли величину поля из-под знака интеграла, поскольку 

оно не зависит от точки боковой поверхности цилиндра и везде на ней 

одинаково. Сам интеграл равен площади боковой поверхности цилиндра 

равен 2𝜋𝑟𝑙. 

Теперь будем искать поток через две торцевые поверхности цилин-

дра: 𝑓 = 2∮ (𝑓 ∙ 𝑑𝑆 ) =
𝑆[𝑉]

∮ 𝑓 ∙ cos 900 ∙ 𝑑𝑆 =
𝑆[𝑉]

𝑓 ∮ 0 ∙ 𝑑𝑆 =
𝑆[𝑉]

0. Как мы 

выяснили выше, наше поле направлено перпендикулярно оси системы, 

но нормали торцевых поверхностей направлены вдоль оси системы, то 

есть угол между нормалями к торцевым поверхностям и полем равен 

90 градусов и соответственно косинус угла равен 0. Поэтому и поток 

поля через торцевые поверхности равен 0. 



54 
 

Таким образом, определили, что суммарный поток поля через нашу 

цилиндрическую поверхность равен 𝑓 ∙ 2𝜋𝑟𝑙. 

Нам известно, что [3, с. 28], поток поля через замкнутую поверх-

ность равен 4𝜋𝑚, где m – масса которая находится внутри выбранной 

нами поверхности. Учитывая, что внутри находится только бесконечно 

тонкая нить с линейной плотностью , получаем что масса равна l. Об-

ращаем внимание, что величина поля никак не зависит от длины цилин-

дра, поверхность которого была выбрана для расчета потока. 
 

𝑓 = 𝑓 ∙ 2𝜋𝑟𝑙 = 4𝜋𝑚 = 4𝜋𝑙 => 𝑓 = 2/𝑟. 
 

Направление поля по нормали к бесконечной нити, то есть вдоль 

радиуса от оси системы к точке, где ищем поле. 

Необходимо отметить, что мы нашли поле везде кроме оси, где 

находится масса (r = 0). На этой оси поле не определено, поскольку на 

ней не работает формула Гаусса-Остроградского из-за неограниченности 

и не дифференцируемости поля [3, с. 17]. 

Посмотрим и проанализируем график поля в зависимости от рас-

стояния от оси системы (см. рис. 2.31). 

 

 
 

Рис. 2.31 

 

Как видно из рисунка, поле описывается гиперболой степени 1. Ве-

личина поля при удалении от источника поля уменьшается и стремится к 

нулю. При приближении к точечной массе величина поля наоборот уве-
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личивается и становится очень большой при близком приближении к то-

чечной массе, в пределе бесконечной. Из графика также видно, что поле 

определено везде, кроме точки r = 0, о чем было написано выше. 

Ответ: величина поля равна 2/𝑟 и направлено оно вдоль перпен-

дикуляра от бесконечной нити к точке наблюдения. 

 

12) Найти статическое поле везде от толстой бесконечной прово-

локи радиусом R и с равномерно распределенной объемной плотно-

стью , которая вытянута вдоль одной прямой (см. рис. 2.32). 

 

 
 

Рис. 2.32 

 

Решение: 

Для нахождения поля от толстой проволоки необходимо разде- 

лить решение задачи на 2 части по числу областей, где мы будем искать 

поле. В качестве поверхности, через которую будем считать поток поля, 

выберем цилиндр с некоторой длиной l и с меняющимся радиусом r. 

Найдя поле на поверхности таких цилиндров, мы найдем поле во всем 

пространстве. 

Для начала будем искать поле в области где r > R, то есть мы нахо-

димся не внутри проволоки, а снаружи ее. Как и в задаче № 11 этого раз-

дела у нас есть цилиндрическая симметрия и после проведения таких же 

рассуждений можно выписать формулу для потока поля: 
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𝑓 ∙ 2𝜋𝑟𝑙 = 4𝜋𝑚 => 𝑓 =
2𝑚

𝑙𝑟
, где m – масса проволоки, находящаяся 

внутри нашего цилиндра.  

Эту массу можно легко найти, умножив ее плотность  на объем, 

который равен 𝜋𝑅2𝑙, поскольку площадь торцевой поверхности цилиндра 

равна 𝜋𝑅2, а длина цилиндра l. В итоге получим, что масса равна: 
 

𝑚 =  𝜋𝑅2𝑙 ∙ 𝜌, =>   𝑓 =
2𝑚

𝑟𝑙
=

2𝜋𝑅2𝑙∙𝜌

𝑟𝑙
=

2𝜋𝑅2∙𝜌

𝑟
. 

 

Направление поля по нормали к боковой поверхности цилиндра, то 

есть вдоль перпендикуляра от оси проволоки к точке, где ищем поле. 

При r < R, то есть когда наша поверхность находится внутри тол-

стой проволоки, получим следующие выражения для потока поля: 

𝑓 ∙ 2𝜋𝑟𝑙 = 4𝜋𝑚 => 𝑓 =
2𝑚

𝑙𝑟
, но массу нужно считать, учитывая не 

весь объем занимаемый проволокой, а только тот, который находится 

внутри нашей цилиндрической поверхности с радиусом r. Тогда получим: 
 

𝑚 =  𝜋𝑟2𝑙 ∙ 𝜌, =>   𝑓 =
2𝑚

𝑟𝑙
=

2𝜋𝑟2𝑙∙𝜌

𝑟𝑙
= 2𝜋𝑟 ∙ 𝜌. 

 

Направление поля по нормали к боковой поверхности цилиндра, то 

есть вдоль перпендикуляра от оси проволоки к точке, где ищем поле. 

Рассмотрим, как выглядит график величины поля в зависимости от 

расстояния от центра толстой нити до точки наблюдения (см. рис. 2.33). 

 

  
 

Рис. 2.33 

 



57 
 

Из рисунка видно, что поле линейно возрастает от 0 до 2𝜋𝑟 ∙ 𝜌 при 

r < R. При r > R поле быстро спадает по гиперболе степени 1 и стре- 

мится к 0, при r стремящемся к бесконечности. 

Поскольку отсутствуют точки, где поле неограниченно возрастает 

и поле непрерывно, что видно из графиков, то можно сказать что поле у 

нас определено везде и нет точек, где поле определить невозможно. 

Ответ: при r < R величина поля равна 2𝜋𝑟 ∙ 𝜌 и направлено оно 

вдоль перпендикуляра от оси бесконечной толстой нити к точке наблю-

дения; при r > R величина поля равна 
2𝜋𝑅2∙𝜌

𝑟
 и направлена туда же. 

 

13) Найти статическое поле везде от толстой трубы вытянутой 

вдоль одной прямой с внешним радиусом R2 и внутренним радиусом R1 

и с равномерно распределенной объемной плотностью  (см. рис. 2.34). 

 

 
 

Рис. 2.34 

 

Решение: 

Для нахождения поля от толстой трубы необходимо разделить ре-

шение задачи на 3 части по числу областей, где мы будем искать поле: 

r > R2, R2 > r > R1, r < R1. В качестве поверхности, через которую будем 

считать поток поля, выберем цилиндр с некоторой длиной l и с меняю-

щимся радиусом r. Найдя поле на поверхности таких цилиндров мы 

найдем поле во всем пространстве. 
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Решение задачи очень похоже на решение задачи № 10, но только 

поверхности у нас не сферы, а цилиндры. 

Найдем поле в области где r > R2, то есть снаружи внешнего ра- 

диуса трубы. Проведя такие же рассуждения что и в задаче № 11, увидим, 

что на боковых поверхностях цилиндра поле одинаково по величине и 

направлено от оси трубы по перпендикуляру к точке, где ищем поле. 

Посчитаем поток поля через такую поверхность: 
 

𝑓 = 𝑓 ∙ 𝑆 = 𝑓 ∙ 2𝜋𝑟𝑙 = 4𝜋𝑚, 
 

где S – площадь боковой поверхности цилиндра (торцевые поверхности 

мы не учитываем, поскольку поток через них равен 0, см. задача № 11);  

l – длина цилиндра, поток через поверхность которого, мы считаем;  

m – масса трубы которая находится внутри цилиндра. 

Для того чтобы найти массу нужно плотность  умножить на 

объем, который занимает наша толстая труба. Объем ее равен разнице 

объемов по внешнему радиусу трубы и по внутреннему радиусу трубы: 
 

𝑉 = 𝑉2 − 𝑉1 = 𝜋𝑅22𝑙 − 𝜋𝑅12𝑙 => 𝑚 =  ∙ 𝜋𝑙(𝑅22 − 𝑅12). 
 

Осталось вставить массу в выражение для поля: 
 

𝑓 ∙ 2𝜋𝑟𝑙 = 4𝜋𝑚 => 𝑓 =
4𝜋∙𝜋𝑙(𝑅22−𝑅12)

2𝜋𝑟𝑙
=

2𝜋∙(𝑅22−𝑅12)

𝑟
. 

 

Направление поля по нормали к боковой поверхности цилиндра, то 

есть вдоль перпендикуляра от оси трубы к точке, где ищем поле. 

Найдем поле в области где r < R1, то есть внутри внутреннего ра-

диуса трубы. Проведя такие же рассуждения, что и в задаче № 11, уви-

дим, что на боковых поверхностях цилиндра поле одинаково по величине 

и направлено от оси трубы по перпендикуляру к точке, где ищем поле. 

Посчитаем поток поля через такую поверхность: 
 

𝑓 = 𝑓 ∙ 𝑆 = 𝑓 ∙ 2𝜋𝑟𝑙 = 4𝜋𝑚, 
 

но можно заметить, что внутри цилиндрической поверхности, на которой 

мы ищем поле нет никакой массы, то есть правая часть равенства рав- 

на 0, тогда получается, что и поле равно 0. 
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Осталось найти поле в области, где R2 > r > R1. Как и в задаче № 11 

выбираем поверхность в виде цилиндра с некоторой длиной l и радиусом, 

который удовлетворяет следующему условию R2 > r > R1, то есть боковая 

поверхность этого цилиндра находится внутри стенки толстой трубы. 

Как и в задаче № 11 посчитаем поток поля через такой цилиндр. 

Получим следующее: 
 

𝑓 = 𝑓 ∙ 𝑆 = 𝑓 ∙ 2𝜋𝑟𝑙 = 4𝜋𝑚, 
 

где m – масса, заключенная внутри нашего цилиндра. Она равняется 

плотность  умноженная на объем, где есть масса. Посчитаем этот объем: 
 

𝑉 = 𝑉 − 𝑉1 = 𝜋𝑟2𝑙 − 𝜋𝑅12𝑙 => 𝑚 =  ∙ 𝜋𝑙(𝑟2 − 𝑅12). 
 

Осталось вставить массу в выражение для поля: 
 

𝑓 ∙ 2𝜋𝑟𝑙 = 4𝜋𝑚 => 𝑓 =
4𝜋∙𝜋𝑙(𝑟2−𝑅12)

2𝜋𝑟𝑙
=

2𝜋∙(𝑟2−𝑅12)

𝑟
. 

 

Направление поля по нормали к боковой поверхности цилиндра, то 

есть вдоль перпендикуляра от оси трубы к точке, где ищем поле. 

Нарисуем и проанализируем график величины поля в зависимости 

от радиуса, на котором мы смотрим поле (см. рис. 2.35). 

 

 
 

Рис. 2.35 

 

Как и количество областей где мы искали поле, график делится на 

три части: в первой где r < R1 поле нулевое; во второй где R1 < r < R2 



60 
 

величина поля возрастает от 0 до 
2𝜋∙(𝑅22−𝑅12)

𝑅2
, причем скорость возраста-

ния медленнее, чем у линейного закона; далее, в области где r > R2 поле 

падает по гиперболе степени 1 и на бесконечности стремится к  0. 

В данной задаче поле определено везде, поскольку нет точек в про-

странстве, где поле не ограничено или имеет разрыв. 
 

Ответ: при r < R1 величина поля равна 0; при R1 > r > R2 величина 

поля равна 
2𝜋∙(𝑟2−𝑅12)

𝑟
 и направлено оно вдоль перпендикуляра от оси 

трубы к точке наблюдения; при r > R2 величина поля равна 
2𝜋∙(𝑅22−𝑅12)

𝑟
 

и направлено оно вдоль перпендикуляра от оси трубы к точке наблю- 

дения. 

 

14) Найти статическое поле везде от бесконечной и бесконечно 

тонкой плоскости с площадной плотностью массы  (см. рис. 2.36). 

 

 

 

Рис. 2.36 

 

Решение: 

Для удобного решения задачи на нахождение поля через вычисле-

ние потока через некоторую поверхность, необходимо правильно вы-

брать поверхность, на которой будет удобно считать поток поля. В дан-

ной задаче мы имеем симметрию относительно плоскости, то есть име-
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ется одна выделенная плоскость, и все точки, расположенные на одном рас-

стоянии от этой плоскости, не отличаются. Соответственно, при таком типе 

симметрии удобнее всего выбирать поверхность в виде параллелепипеда, у 

которого плоскость с массой проходит через середину (см. рис. 2.37). 

 

 
 

Рис. 2.37 

 

Изменяя высоту и горизонтальные размеры такого параллелепи-

педа, можно найти поле во всем пространстве. Для нахождения поля 

необходимо вначале доказать, что на верхней и нижней поверхности та-

кого параллелепипеда искомое статическое поле будет иметь одинако-

вую величину и направлено перпендикулярно плоскости симметрии. До-

кажем это аналогично тому, как мы это делали в задачах со сферической 

симметрией (см. задача № 7). 

Допустим на верхней поверхности параллелепипеда есть две  

точки А и В, и в этих точках поле отличается. Тогда проведем следую- 

щие рассуждения: наблюдатель смотрит на нашу систему и видит,  

что в точке А поле равно величине 𝑓𝐴⃗⃗  ⃗ (см. рис. 2.38, 1). Теперь пред-

ставьте, что наблюдатель закрыл глаза и его переместили так, что точка 

В для него теперь совпала с точкой А (см. рис. 2.38, 2) и открыв глаза он 

увидит, что поле в точке изменилось с 𝑓𝐴⃗⃗  ⃗ на 𝑓В⃗⃗  ⃗, но никаких других изме-

нений, кроме этого нет (см. рис. 2.38, 3). Бесконечная плоскость никак  

не поменяла свое местоположение, как была по оси системы, так и оста-

лась, никаких новых объектов не появилось, пространство как было изо-

тропным, так и осталось. То есть для наблюдателя ничего не изменилось, 

кроме величины поля, что невозможно. Таким образом, получается про-

тиворечие: поле не должно меняться, но оно поменялось. 
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Рис. 2.38 

 

Отсюда следует вывод, что поля 𝑓𝐴⃗⃗  ⃗ и 𝑓В⃗⃗  ⃗ равны, а это возможно 

только в том случае, если в любой точке на верхней поверхности парал-

лелепипеда величины полей будут равны и направлены перпендикулярно 

этой поверхности, то есть по нормали к ней. 

Мы показали, что сверху плоскости, на одном и том же расстоянии 

от нее, поле равно во всех точках. Что же будет на нижней плоскости 

нашего параллелепипеда? Чему будет равно поле там? 

Продолжим наши рассуждения о симметрии задачи. Если наши  

две точки А и В расположены симметрично, но одна точка на верхней 

плоскости, а другая на нижней, допустим, что поля в этих точках отлича-

ются. Тогда можно закрыть наблюдателю глаза и перевернуть плоскость 

на 180 градусов так, чтобы точка А встала на место В, и наоборот, В на 

место А и после этого открыть глаза наблюдателю. Увидим, что для 

наблюдателя ничего не изменилось плоскость на том же самом месте, 

точки наблюдения те же самые, расположены в тех же местах, то есть и 

поля в этих точках должны остаться такими же. Однако они изменились, 

отсюда следует противоречие: поля в симметричных относительно плос-

кости симметрии точках равны по величине и направлены в противопо-

ложные стороны, но вдоль перпендикулярного направления относи-

тельно плоскости симметрии или другими словами плоскости, где сосре-

доточена масса. Противоположными по направлению поля должны быть 

потому, что мы для доказательства симметрии поворачивали систему на 

180 градусов, то есть и поля в симметричных точках должны отличаться 

по направлению на 180 градусов, но при этом оба поля должны быть пер-

пендикулярны плоскости симметрии. Это возможно только в случае, ко-

гда в симметричных точках поля равны по величине и противоположны 

по направлению. 
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Теперь можно считать суммарный поток через поверхности парал-

лелепипеда. Суммарный поток равен сумме трех частей: 1) через верх-

нюю поверхность; 2) через нижнюю поверхность; 3) через 4 боковые по-

верхности. 

Найдем поток через боковые поверхности: 𝑓 = ∮ (𝑓 ∙
𝑆[𝑉]

𝑑𝑆 ) =∮ 𝑓 ∙ cos 900 ∙ 𝑑𝑆 =
𝑆[𝑉]

𝑓 ∮ 0 ∙ 𝑑𝑆 =
𝑆[𝑉]

0. Как мы выяснили выше, 

наше поле направлено перпендикулярно плоскости, где сосредоточена 

масса, но нормали боковых поверхностей направлены параллельно этой 

плоскости, то есть угол между нормалями к боковым поверхностям и по-

лем равен 90 градусов и соответственно косинус угла равен 0. Поэтому и 

поток поля через боковые поверхности равен 0. 

Поток через верхнюю поверхность будет равен: 
 

𝑓 = ∮ (𝑓 ∙ 𝑑𝑆 ) =
𝑆[𝑉]

{𝑓 ||𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ } = ∮ 𝑓 ∙ 𝑑𝑆 =
𝑆[𝑉]

𝑓 ∮ 𝑑𝑆 =
𝑆[𝑉]

𝑓 ∙ 𝑎𝑏, 

 

где a и b – длины сторон параллелепипеда. Преобразования учитывают, 

что поле параллельно нормали к поверхности и поэтому можно убрать 

скалярное произведение, в котором косинус угла между параллельными 

векторами равен 1. Также вынесем величину поля из-под знака инте-

грала, поскольку оно не зависит от точки боковой поверхности цилиндра 

и везде на ней одинаково. Сам интеграл равен площади верхней поверх-

ности параллелепипеда и равняется ab. 

Поток через нижнюю поверхность будет равен: 
 

𝑓 = ∮ (𝑓 ∙ 𝑑𝑆 ) =
𝑆[𝑉]

{𝑓 ||𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ } = ∮ 𝑓 ∙ 𝑑𝑆 =
𝑆[𝑉]

𝑓 ∮ 𝑑𝑆 =
𝑆[𝑉]

𝑓 ∙ 𝑎𝑏, 

 

где a и b – длины сторон параллелепипеда. Преобразования учитывают, 

что поле параллельно нормали к поверхности и поэтому можно убрать 

скалярное произведение, в котором косинус угла между параллельными 

векторами равен 1. Также вынесли величину поля из-под знака инте-

грала, поскольку она не зависит от точки боковой поверхности цилиндра 

и везде на ней одинаково. Сам интеграл равен площади верхней поверх-

ности параллелепипеда и равняется ab. Отличие от верхней поверхности 

состоит в том, что поле снизу у нас направлено вниз, но и нормаль тоже 
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направлена вниз, и в итоге получается, что угол между векторами не из-

менился и величина потока равна величине потока сверху и также поло-

жительна, как и сверху, несмотря на то что само поле направлено в про-

тивоположную сторону. 

Таким образом, определили, что суммарный поток поля через все 

поверхности нашего параллелепипеда равен сумме потоков сверху и 

снизу 2 ∙ (𝑓 ∙ 𝑎𝑏). 

В итоге запишем наше уравнение потока: 
 

𝑓 = 𝑓 ∙ 2𝑎𝑏 = 4𝜋𝑚, 
 

где m – масса, заключенная внутри нашего параллелепипеда. Она равня-

ется следующему: поверхностная плотность  умноженная на площадь 

поверхности внутри параллелепипеда. 
 

𝑓 ∙ 2𝑎𝑏 = 4𝜋𝑚 = 4𝜋 ∙ 𝑎𝑏 => 𝑓 = 2𝜋. 
 

Необходимо отметить, что величина поля сверху и снизу одина-

кова, но направления противоположны: сверху поле направлено вверх, а 

снизу соответственно вниз. 

Важным является то, что поле никак не зависит от расстояния до 

плоскости, то есть в любой точке полупространства сверху поле одина-

ково и по величине, и по направлению, та же ситуация и снизу. Кроме 

того, величины полей также не зависят от размеров параллелепипеда. 

Нарисуем график величины поля в зависимости от расстояния от 

поверхности с массой (см. рис. 2.39). 

 

 
 

Рис. 2.39 
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На графике видно, что величина поля снизу равна −2𝜋, что обо-

значает, что снизу направление поля вниз. После перехода через плос-

кость с массой, поле резко скачком меняется и становится равным 2𝜋. 

Причем это значение не меняется при всех удалениях от плоскости, даже 

на бесконечном удалении величина остается равной 2𝜋. 

Поскольку поле в месте где расположена плоскость терпит разрыв, 

то в этом месте поле определить нельзя, согласно определению формулы 

Гаусса [3, с. 17–18]. 

Ответ: при h < 0 величина поля равна 2𝜋 и направлено вниз; при 

h > 0 величина поля равна 2𝜋 и направлено вверх. Или можно сказать 

другими словами: при h < 0 величина поля равна −2𝜋 ; при h > 0 вели-

чина поля равна 2𝜋. 
 

15) Найти статическое поле везде от двух бесконечных и беско-

нечно тонких плоскостей, которые параллельны друг другу с площадной 

плотностью массы 1 и 2. Расстояние между плоскостями a (см. 

рис. 2.40). 

 

 
 

Рис. 2.40 

 

Решение: 

Для решения этой задачи нам нужно использовать рассуждения и 

ответ задачи № 14. В ней был найдено выражение для поля от одной бес-

конечной бесконечно тонкой плоскости с поверхностной плотностью , 

которое было равно 2𝜋. Направление поля было вдоль нормали к плос-

кости и направлено от нее. 
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В данной задаче мы видим две таких плоскости, каждая со своей 

поверхностной плотностью массы. Понятно, что каждая из этих плоско-

стей создает свое поле, такое как описано в задаче № 14. Нам нужно 

найти суммарное поле.  

Вспомним, что наши поля обладают свойством аддитивности, что 

означает следующее – суммарное поле от двух источников равняется 

сумме полей от этих источников. 

Две плоскости разделяют пространство на 3 области: верхняя – обе 

плоскости ниже него, нижняя – обе плоскости выше него, средняя – про-

странство между плоскостями. Используя предыдущую задачу найдем, 

что поле в верхней части от первой плоскости равно 𝑓1в = 2π1 и направ-

лено вверх, от второй плоскости 𝑓2в = 2π2 и тоже направлено вверх (см. 

рис. 2.41). 

 

 
 

Рис. 2.41 

 

В нижней части пространства поля следующие от первой плоско-

сти равно 𝑓1с = 2π1 и направлено вниз, от второй плоскости 𝑓2с = 2π2 

и направлено вверх. 

В нижней части пространства поля от плоскостей равны : от первой 

плоскости равно 𝑓1н = 2π1 и направлено вниз, от второй плоскости 

𝑓2н = 2π2 и тоже направлено вниз. 

Осталось просуммировать поля от двух плоскостей в каждой обла-

сти с учетом направления. В итоге получим: в верхней области суммар-

ное поле равно 𝑓в = 2π(1 + 2) направленное вверх; в нижней области 
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поле равно 𝑓н = 2π(1 + 2) направленное вниз; в области между плос-

костями поле равно 𝑓с = |2π(1 − 2)| при этом направление зависит от 

соотношения 1 и 2, если 1 > 2, то поле направлено вниз, если  

1 < 2, то поле направлено вверх. 

Ответ: в верхней области суммарное поле равно 𝑓в = 2π(1 + 2) 

направленное вверх; в нижней области поле равно 𝑓н = 2π(1 + 2) 

направленное вниз; в области между плоскостями поле равно 𝑓с =

 |2π(1 − 2)| при этом если 1 > 2, то поле направлено вниз, если  

1 < 2, то поле направлено вверх. 

 

16) Найти статическое поле везде от бесконечной толстой плоско-

сти с объемной плотностью массы  и толщиной a (см. рис. 2.42). 

 

 
 

Рис. 2.42 

 

Решение: 

По аналогии с задачей № 14 будем искать поле от толстой плоско-

сти используя формулу для потока поля. Для удобного расчета нам необ-

ходимо выбрать правильную поверхность, чтобы легко посчитать поток. 

Поскольку в этой задаче, как и в задача № 14 у нас есть симметрия отно-

сительно середины толстой пластины, тогда понятно, что лучше всего 

выбрать поверхность в виде параллелепипеда, причем удобнее чтобы се-

редина высоты его совпадала с серединой пластины. 
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Латеральные (горизонтальные) размеры параллелепипеда можно 

взять одинаковыми и равными l. Высоту обозначим как 2h, чтобы рассто-

яние от середины до верхней или нижней грани были равны h. 

Если провести такие же рассуждения, что и в задаче № 14, то 

можно увидеть, что на одной и той же высоте от середины пластины поле 

будет одинаково по величине и направлено перпендикулярно к поверх-

ности пластины сверху будет направлено вверх, а снизу поле будет 

направлено вниз. 

Понятно, что если мы будем менять высоту нашей поверхности h 

от 0 до бесконечности, то мы сможем найти поле во всем пространстве. 

Видно, что расчет потока поля нужно делать по разному для двух обла-

стей пространства: 1) h < a/2, то есть верхняя и нижняя грани находятся 

внутри пластины; 2) h > a/2, то есть верхняя и нижняя грань поверхности, 

через которую считаем поток, находятся вне пластины с массой (см. 

рис. 2.43). 

 

 

Рис. 2.43 

 

Сначала найдем поле в области, где h < a/2. Посчитаем поток через 

все 6 граней нашего параллелепипеда. Как мы уже показали, на верхней 

грани поле параллельно нормали, поэтому можно избавиться от скаляр-

ного произведения под знаком интеграла в выражении потока, и тогда 

получим 
 

𝑓 = ∮(𝒇⃗ ∙ 𝒅𝑺⃗⃗ ) =

𝑆[𝑉]

{𝑓 ||𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ } = ∮ 𝑓 ∙ 𝑑𝑆 =

𝑆[𝑉]

𝑓 ∮ 𝑑𝑆 =

𝑆[𝑉]

𝑓 ∙ 𝑙2. 
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На нижней грани поле направлено вниз, но и нормаль тоже вниз, 

тогда получим, что поток равен: 

𝑓 = ∮(𝒇⃗ ∙ 𝒅𝑺⃗⃗ ) =

𝑆[𝑉]

{𝑓 ||𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ } = ∮ 𝑓 ∙ 𝑑𝑆 =

𝑆[𝑉]

𝑓 ∮ 𝑑𝑆 =

𝑆[𝑉]

𝑓 ∙ 𝑙2. 

Если мы будем считать потоки через боковые грани, то на них поле 

перпендикулярно нормалям, поле направлено вверх или вниз, а нормали 

направлены вдоль пластины с массой. Тогда получаем поток через лю-

бую боковую грань: 
 

𝑓 = ∮ (𝒇⃗ ∙ 𝒅𝑺⃗⃗ ) =
𝑆[𝑉]

∮ 𝑓 ∙ cos 90° ∙ 𝑑𝑆 =
𝑆[𝑉] ∮ 𝑓 ∙ 0 ∙ 𝑑𝑆 =

𝑆[𝑉]
0. 

 

Тогда суммарный поток через все 6 граней будет равен сумме по-

токов через верх и низ: 𝑓 = ∮ (𝒇⃗ ∙ 𝒅𝑺⃗⃗ ) =
𝑆[𝑉]

2 ∙ 𝑓 ∙ 𝑙2. 

Осталось найти, что будет в правой части выражения для потока, 

где стоит масса, которая заключена внутри параллелепипеда: 
 

4𝜋𝑚 = 4𝜋 ∙ 𝑉𝜌 = 4𝜋𝜌 ∙ 2ℎ𝑙2. 
 

Тогда можно выразить поле в области 1): 
 

𝑓 = 2 ∙ 𝑓 ∙ 𝑙2 = 4𝜋𝜌 ∙ 2ℎ𝑙2  => 𝑓 = 4𝜋𝜌ℎ. 
 

Найдем поле в области 2). Рассуждения будут аналогичны тем, ко-

торые мы делали для области 1), за исключением того, что масса, заклю-

ченная внутри параллелепипеда, будет другой: 
 

4𝜋𝑚 = 4𝜋 ∙ 𝑉𝜌 = 4𝜋𝜌 ∙ 𝑎𝑙2. 
 

Тогда поле можно выразить так: 
 

𝑓 = 2 ∙ 𝑓 ∙ 𝑙2 = 4𝜋𝜌 ∙ 𝑎𝑙2  => 𝑓 = 2𝜋𝜌𝑎. 
 

Ответ: при h < a/2 поле будет равно 4𝜋𝜌ℎ и направлено по нормали 

к поверхности выше середины пластины вверх, а ниже середины пла-

стины вниз; при h > a/2 поле будет равно 2𝜋𝜌𝑎 и направлено по нормали 

к поверхности выше пластины вверх, а ниже пластины вниз. 
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3. Статические поля в присутствии среды 

 

 

В этой теме рассмотрим уравнения, а также следующие из физиче-

ских законов и этих уравнений особенности, присущие статическим по-

лям: 1) электростатическое поле 𝐸⃗  в присутствии проводников; 2) элек-

тростатическое поле 𝐸⃗  в присутствии диэлектриков; 3) магнитостатиче-

ское поле 𝐻⃗⃗  в присутствии магнетиков. Математическое описание этих 

полей во втором и третьем случаях – во многом идентично. 

В телах, называемых проводниками, есть свободные микроскопи-

ческие заряды (ионы, электроны), которые могут совершать направлен-

ное (упорядоченное) перемещение под действием приложенных  

к ним сил. 

Пусть занимающий область пространства проводник – электриче-

ски нейтрален, его суммарный заряд равен нулю. Если мы поместим этот 

проводник в электрическое поле, то на микроскопические заряды в про-

воднике будут действовать силы 𝑑𝐹+⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  и 𝑑𝐹−⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (см. рис. 3.1, 1), в результате 

чего эти свободные заряды будут перемещаться к поверхности S[Vi] про-

водника. 

На одной части границы S[Vi] проводника образуется избыток по-

ложительных зарядов, на другой – избыток отрицательных зарядов. Эти 

заряды создают вторичное электрическое поле 𝐸в⃗⃗ ⃗⃗  и фактически будет су-

ществовать суммарное электрическое поле 𝐸⃗ = 𝐸п⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐸в⃗⃗ ⃗⃗ , отличающееся 

от того поля 𝐸п⃗⃗ ⃗⃗  , которое мы наблюдали бы в отсутствие проводника  

(см. рис. 3.1, 2). 
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Рис. 3.1 

 

В случае статического поля 𝐸⃗  в занятой проводником области Vi 

суммарное поле 𝐸⃗ (𝑎) = 𝐸п⃗⃗ ⃗⃗  (𝑎) + 𝐸в⃗⃗ ⃗⃗ (𝑎) = 0, а вторичное поле индуци- 

рованных зарядов 𝐸в⃗⃗ ⃗⃗ (𝑎) = − 𝐸п⃗⃗ ⃗⃗  (𝑎).  

Из уравнения 𝑑𝑖𝑣 𝐸⃗ =


𝜀0
 следует, что в проводнике объёмная плот-

ность электрических зарядов 𝛿𝑖 = 𝜀0 𝑑𝑖𝑣 𝐸𝑖
⃗⃗  ⃗. Так как в Vi 𝐸𝑖

⃗⃗  ⃗ = 0, то 

𝑑𝑖𝑣 𝐸𝑖
⃗⃗  ⃗ = 0 и 𝛿𝑖 = 0. То есть и в присутствии 𝐸п⃗⃗ ⃗⃗   в каждом элементарном 

объёме dV проводника алгебраическая сумма микроскопических зарядов 

осталась равной нулю. Все источники поля 𝐸в⃗⃗ ⃗⃗  лежат на поверхности про-

водника. 

В диэлектриках (или магнетиках) могут находиться источники со-

ответственно электростатического поля 𝐸⃗  (или магнитостатического 

поля 𝐻⃗⃗ ). Существование этих источников обусловлено такими явлени-

ями, как поляризация диэлектриков или намагничение магнетиков. 

1) Электростатическое поле. Представим уравнение 𝑑𝑖𝑣 𝐸⃗ =
пол

𝜀0
  

в следующем виде:  
 

𝜀0 𝑑𝑖𝑣 𝐸⃗ + 𝑑𝑖𝑣 𝑃⃗ = 𝛿свб или 𝑑𝑖𝑣(𝜀0𝐸⃗ + 𝑃⃗ ) = 𝛿свб, 
 

где 𝑃⃗  – временная поляризация. Введя обозначение: 
 

𝐷⃗⃗ = 𝜀0𝐸⃗ + 𝑃⃗  

получаем уравнение для вектора электрической индукции (электриче-

ского смещения) 𝐷⃗⃗ : 

𝑑𝑖𝑣 𝐷⃗⃗ = свб. 
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При этом следует:  
 

𝐷⃗⃗ = 𝜀0(1 + )𝐸⃗ = 𝜀0𝜀𝐸⃗ = 𝜀а𝐸⃗ , 
 

где (1 + ) = 𝜀 – диэлектрическая проницаемость, 𝜀0𝜀 = 𝜀а – абсолютная 

диэлектрическая проницаемость. Понятно, что в отсутствие среды, в ва-

кууме (практически в воздухе) имеем  = 0, 𝜀 = 1, 𝜀а = 𝜀0, 𝐷⃗⃗ = 𝜀0𝐸⃗ .  

Тогда: 

𝑑𝑖𝑣 (𝜀0𝐸⃗ ) =
свб

𝜀0
. 

2) Магнитостатическое поле. Представим уравнение 𝑑𝑖𝑣 𝐻⃗⃗ = 𝛿свз 

в следующем виде:  
 

𝜇0 𝑑𝑖𝑣 𝐻⃗⃗ = −𝜇0𝑑𝑖𝑣 𝐽  или 𝑑𝑖𝑣(𝜇0(𝐻⃗⃗ +  𝐽 )) = 0, 
 

где 𝐽  – временная намагниченность. Введя обозначение: 
 

𝐵⃗ = 𝜇0(𝐻⃗⃗ +  𝐽 ) 
 

получаем уравнение для вектора магнитной индукции 𝐵⃗ : 
 

𝑑𝑖𝑣 𝐵⃗ = 0. 
 

При этом следует:  
 

𝐵⃗ = 𝜇0(𝜇𝐻⃗⃗ + 𝐽0⃗⃗⃗  ) = 𝜇𝑎𝐻⃗⃗ + 𝜇0𝐽0⃗⃗⃗  , 
 

где (1 + æ) = 𝜇 – магнитная проницаемость, 𝜇0𝜇 = 𝜇𝑎 – абсолютная  

магнитная проницаемость. Понятно, что в отсутствие среды, в вакууме, 

(практически в воздухе) имеем æ = 0, 𝜇 = 1, 𝜇а = 𝜀𝜇0, 𝐵⃗ = 𝜇0𝐻⃗⃗ .  

Тогда: 

𝑑𝑖𝑣 (𝜇
0
𝐻⃗⃗ ) = 0. 

Рассмотрим, как будет меняться статическое поле на границе двух 

сред. Пусть Sос – граница двух диэлектриков с диэлектрическими прони-

цаемостями ε1, ε2 (см. рис. 3.2, 1). Будем полагать, что на Sос нет свобод-

ных электрически зарядов и двойных электрических слоёв. Тогда на Sос 

поверхностные плотности свб = 0, плн = 0 и можно получить: 
 

𝐸𝜏
(2)

= 𝐸𝜏
(1)

, 𝜀2𝐸𝑛
(2)

= 𝜀1𝐸𝑛
(1)

, 
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то есть при указанных выше условиях тангенциальная (касательная к Sос) 

компонента Eτ непрерывна на Sос, а (при ε1≠ε2) нормальная к Sос компо-

нента En поля 𝐸⃗  терпит разрыв на этой поверхности:  
 

𝐸𝑛
(2)

= (
𝜀1

𝜀2
) 𝐸𝑛

(1)
. 

 

 
 

Рис. 3.2 

 

В соответствии с уравнением связи: 
 

𝐷⃗⃗ = 𝜀0𝜀𝐸⃗ , 𝐸⃗ =
𝐷⃗⃗ 

𝜀0𝜀
, 

 

следовательно, 
 

𝐸𝑛
(1)

𝐸𝑛
(2)

=
𝜀1𝐷𝑛

(1)

𝜀2𝐷𝑛
(2)

. 

 

Но если на Sос поверхностная плотность свб = 0, то 
 

𝐷𝑛
(1)

= 𝐷𝑛
(2)

,  и  
𝐸𝑛

(1)

𝐸𝑛
(2) =

𝜀1

𝜀2
. 

 

Следовательно, при принятых условиях  
 

tan𝛼1

tan𝛼2
=

𝜀1

𝜀2
, 

 

отношение тангенсов углов α1,2 равно отношению диэлектрических про-

ницаемостей ε1,2, (см. рис. 3.2, 1). 
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Для границы двух магнетиков получим следующее. Пусть Sос –  

граница двух магнетиков с магнитными проницаемостями 1, 2  

(см. рис. 3.2, 2). На Sос поверхностные плотности магнитных зарядов  

свб = 0, плн = 0 и можно получить: 
 

𝐻𝜏
(2)

= 𝐻𝜏
(1)

, 
2
𝐻𝑛

(2)
= 

1
𝐻𝑛

(1)
, 

 

то есть при указанных выше условиях тангенциальная (касательная к Sос) 

компонента Hτ непрерывна на Sос, а (при 1 ≠ 2) нормальная к Sос компо-

нента Hn поля 𝐻⃗⃗  терпит разрыв на этой поверхности:  
 

𝐻𝑛
(2)

= (
1

2

)𝐻𝑛
(1)

. 

 

В соответствии с уравнением связи: 

𝐵⃗ = 
0
𝐻⃗⃗ , 𝐻⃗⃗ =

𝐵⃗ 


0

, 

следовательно, 

𝐻𝑛
(1)

𝐻𝑛
(2)

=
1𝐵𝑛

(1)

2𝐵𝑛
(2)

. 

Но если на Sос поверхностная плотность магнитных зарядов  

свб = 0, то, 

𝐵𝑛
(1)

= 𝐵𝑛
(2)

, и 
𝐻𝑛

(1)

𝐻𝑛
(2) =

1

2

. 

 

Следовательно, при принятых условиях, 
 

tan𝛼1

tan𝛼2
=
1

2

, 

 

отношение тангенсов углов α1,2 равно отношению магнитных проницае-

мостей 1,2, (см. рис. 3.2, 2). 
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Задачи 

 

1) Найти статическое электрическое поле везде от бесконечной 

тонкой плоскости с площадной плотностью заряда . Сверху плоскости 

вакуум, снизу среда с диэлектрической проницаемостью  (см. рис. 3.3). 

 

 
 

Рис. 3.3 

 

Решение: 

При решении этой задачи воспользуемся ответом задачи № 14 из 

предыдущего раздела. В ней мы нашли поле от бесконечной бесконечно 

тонкой плоскости, заряженной с поверхностной плотностью . Ответ 

был 2 везде, и сверху поле направлено вверх, а снизу вниз. 

Таким образом воспользовавшись ответом получим, что в нашей 

задаче в верхней области получится такой же ответ, поскольку нет ника-

ких дополнительных факторов, которые бы могли наше электростатиче-

ское поле изменить, то есть сверху будет поле 𝐸в = 2𝜋, направленное 

вверх. 

Нижнее полупространство с диэлектрической проницаемостью  

меняет поле, но только там, где есть диэлектрическая проницаемость от-

личающаяся от 1. То есть поле в верхнем полупространстве поменяться 

не может, но в нижнем будет меняться. 
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Известно, что для всех сред в электростатике неизменным остается 

вектор электрической индукции D. То есть в нижнем, и в верхнем полу-

пространстве соответствующие поля 𝐷н и 𝐷в одинаковы по величине, то 

есть: 
 

𝐷в = 𝐷н => 𝐸в = 𝜀𝐸н => 2𝜋 = 𝜀𝐸н  => 𝐸н =
2𝜋

𝜀
. 

 

Ответ: сверху плоскости электростатическое поле равно 2𝜋 и 

направлено вверх от плоскости, снизу от плоскости электростатическое 

поле равно 
2𝜋

𝜀
 и направлено вниз от плоскости. 

 

2) В равномерное электрическое поле E перпендикулярно полю 

помещена бесконечная толстая пластина с толщиной h и диэлектриче-

ской проницаемостью . Найти электрическое поле везде (см. рис. 3.4). 

 

 
 

Рис. 3.4 

 

Решение: 

Напомним, что в электростатике в присутствие сред, в отличие от 

ситуации без сред, у нас будут выполнятся те же уравнения статического 

поля, но уже не для вектора E, а для вектора D. 
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Воспользуемся этим при решении задачи. В данном случае, по-

скольку у нас нет никаких дополнительных зарядов, которые могут по-

менять поле D, можно сказать что поле D во всем пространстве будет со-

храняться, как внутри пластин, так и вне их. 

Тогда в области без пластины вектор электрической индукции D0 

будет равен: 𝐷0 = 𝜀0𝐸. В области с пластиной вектор электрической ин-

дукции D1 будет равен D0.  Тогда: 
 

𝐷0 = 𝐷1  => 𝜀0𝐸 = 𝜀0𝜀𝐸1  => 𝐸1 =
𝐸

𝜀
. 

 

То есть электрическое поле внутри пластины будет направлено 

также, как и первоначально, перпендикулярно поверхностям пластины и 

его величина равна 
𝐸

𝜀
. 

Ответ: в области без пластины поле не изменится и останется рав-

ным Е и направлено перпендикулярно поверхности пластины; внутри 

пластины поле равно 
𝐸

𝜀
 и направлено туда же, что и первоначальное. 

 

3) В равномерное электрическое поле E перпендикулярно полю 

помещены две толстые пластины с толщинами h1 и h2 и диэлектрической 

проницаемостью 1 и 2 соответственно. Пластины плотно прижаты друг 

к другу. Найти электрическое поле везде (см. рис. 3.5). 

 

 
 

Рис. 3.5 
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Решение: 

Если посмотреть на решение предыдущей задачи, то можно уви-

деть аналогию: в электрическое поле поместили пластины, в данном слу-

чае две, с различными диэлектрическими проницаемостями и поле 

внутри них из-за этого изменится. Причем, как и в предыдущей задаче, 

будет оставаться неизменным вектор электрической индукции D. 

Поэтому, можно сразу выписать соотношения для электрических 

полей внутри пластин: 
 

𝐷0 = 𝐷1  => 𝜀0𝐸 = 𝜀0𝜀1𝐸1  => 𝐸1 =
𝐸

𝜀1
, 

 

𝐷0 = 𝐷2  => 𝜀0𝐸 = 𝜀0𝜀2𝐸2  => 𝐸2 =
𝐸

𝜀2
, 

 

где 𝐷0 – электрическая индукция вне пластин, 𝐷1 – электрическая индук-

ция в первой пластине, 𝐷2 – электрическая индукция во второй пластине, 

𝐸1 – электрическое поле в первой пластине, 𝐸2 – электрическое поле во 

второй пластине. 

Ответ: в области без пластин поле не изменится, останется  

равным Е и направлено перпендикулярно поверхности пластин; внутри 

первой пластины поле равно  
𝐸

𝜀1
 и направлено туда же что и первоначаль-

ное; внутри второй пластины поле равно 
𝐸

𝜀2
 и направлено туда же что  

и первоначальное. 

 

4) Найти электростатическое поле везде от двух бесконечных  

и бесконечно тонких плоскостей с площадной плотностью массы 1 и 2, 

и которые параллельны друг другу. Расстояние между плоскостями a. 

Между плоскостями помещена среда с диэлектрической проницаемо-

стью  (см. рис. 3.6). 
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Рис. 3.6 

 

Решение: 

Для решения этой задачи можно воспользоваться решением зада- 

чи № 1 этого раздела. В этой задаче нашли электростатическое поле от 

одной заряженной плоскости в среде с диэлектрической проницаемо-

стью, где ответ был 
2𝜋

𝜀
 и без нее, где ответ 2𝜋.  

Поскольку электростатическое поле обладает свойством аддитив-

ности, для расчета полей от двух заряженных пластин нужно сложить 

поля от каждой по отдельности во всех областях пространства. 

В первой области поле от первой плоскости будет равно 2𝜋1 и 

направлено вверх, от второй плоскости будет равно 2𝜋2 и направлено 

тоже вверх. Значит суммарное поле в области пространства 1 (то есть 

сверху обеих пластин) будет равно 2𝜋(
1
+ 2) и направлено вверх. 

В третьей области поле от первой плоскости будет равно 2𝜋1 и 

направлено вниз, от второй плоскости будет равно 2𝜋2 и направлено 

тоже вниз. Значит суммарное поле в области пространства 1 (то есть 

снизу обеих пластин) будет равно 2𝜋(
1
+ 2) и направлено вниз. 

Во второй области у нас есть среда с диэлектрической проницаемо-

стью, соответственно нужно брать для суммирования поля с учетом 

среды. От первой пластины поле будет 
2𝜋1

𝜀
 и направлено вниз, от вто-

рой пластины поле будет 
2𝜋2

𝜀
 и направлено вверх. Значит суммарное 

поле будет равно: 
 

𝐸 = |
2𝜋1

𝜀
−

2𝜋2

𝜀
| = |

2𝜋(
2
− 1)

𝜀
|. 
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Поле в области 2 определено по модулю, потому что направление 

его зависит от соотношения 1 и 2, если 1 > 2 то поле в области 2 

будет направлено вниз, если 1 < 2  то поле в области 2 будет направ-

лено вверх. 

Ответ: в области 1 величина электрического поля равна  

2𝜋(
1
+ 2) и направлено оно вверх; в области 3 величина электриче-

ского поля равна 2𝜋(
1
+ 2) и направлено оно вниз; в области 2 вели-

чина электрического поля равна |
2𝜋(2−1)

𝜀
|, если 1 > 2 поле будет 

направлено вниз, если 1 < 2 поле направлено вверх. 

 

5) В магнитное поле Н помещена бесконечная толстая пластина с 

магнитной восприимчивостью µ. Между полем и нормалью пластины 

угол α. Найти магнитное поле везде (см. рис. 3.7). 

 

 
 

Рис. 3.7 

 

Решение: 

На лекциях было выведено следующее соотношение 
tan𝛼2

tan𝛼1
=

𝜇2

𝜇1
  

[3, с. 77], где индекс 1 обозначает параметры в первой среде, а индекс 2 

параметры во второй среде. 
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В нашем случае на верхней границе среда с индексом 1 это вакуум, 

а с индексом 2 это пластина с магнитной восприимчивостью . 

Найдем чему будет равен угол  в пластине: 
 

tan𝛼2

tan𝛼1
=

𝜇2

𝜇1
 =>  

tan𝛽

tan𝛼
=

𝜇

1
 => tan 𝛽 = 𝜇 tan 𝛼. 

 

Внутри пластины магнитное поле будет направлено под углом рав-

ным 𝜇 tan𝛼 к нормали поверхностей пластины. Величину поля можно 

определить вспомнив, что тангенциальные компоненты векторов Н и Н1 

должны быть равны [3, с. 77] (см. рис. 3.8). 

 

 
 

Рис. 3.8 

 

Вспомнив некоторые тригонометрические соотношения, можно за-

писать: 

𝐻 ∙ sin 𝛼 = 𝐻1 ∙ sin 𝛽 => 𝐻1 =𝐻
sin𝛼

sin 𝛽
= {sin2 𝛼 =

1

1 +
1

tan2 𝛼

}

= 𝐻
sin 𝛼

√1 +
1

tan2 𝛽

= 𝐻
sin𝛼

√1 +
1

𝜇2 tan2 𝛼

. 
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Теперь посмотрим, что у нас будет на второй границе. В этом слу-

чае для соотношения углов 
tan𝛼2

tan𝛼1
=

𝜇2

𝜇1
 среда с индексом 1 это будет уже 

пластина с магнитной проницаемостью, а индекс 2 соответствует ва- 

кууму. Тогда получим: 
 

tan𝛼2

tan𝛼1
=

𝜇2

𝜇1
 =>  

tan 𝛾

tan𝛽
=

1

𝜇
 => tan 𝛾 =

tan𝛽

𝜇
=

𝜇 tan𝛼

𝜇
= tan𝛼 => 

𝛾 = 𝛼. 
 

Это значит, что после второй границы магнитное поле H2 снова 

направлено под начальным углом . Найдем теперь величину поля H2. 

Воспользуемся тем же соотношением для тангенциальных компонент  

полей: 
 

𝐻 ∙ sin 𝛼 = 𝐻1 ∙ sin 𝛽 =𝐻2 ∙ sin 𝛾 
 

Поскольку мы уже выяснили, что 𝛾 = 𝛼, тогда  
 

𝐻 ∙ sin 𝛼 = 𝐻2 ∙ sin 𝛼 => 𝐻 = 𝐻2. 
 

Величина поля после второй границе будет равна величине поля до 

первой границы, то есть получаем, что в вакууме направление и величина 

поля не изменились, внутри же пластины с магнитной проницаемостью 

µ поле изменит направление и величину. 

Ответ: выше и ниже пластины магнитное поле будет равно H по 

величине и направлено под углом 𝛼 к нормали поверхностей пластины; 

внутри пластины величина магнитного поля будет равна 𝐻
sin𝛼

√1+
1

𝜇2 tan2 𝛼

 

и направлено оно будет под углом 𝛽 к нормали поверхностей пластины, 

где 𝛽 определяется следующим соотношением tan𝛽 = 𝜇 tan𝛼. 

 

6) В электрическое поле E помещены три бесконечные толстые 

пластины с толщиной h1, h2 и h3 и диэлектрической проницаемостью 1, 

2, и 3 соответственно. Пластины плотно прижаты друг к другу. Между 

полем и нормалью пластин угол α. Найти электрическое поле везде  

(см. рис. 3.9). 
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Рис. 3.9 

 

Решение: 

На лекциях было выведено следующее соотношение 
tan𝛼2

tan𝛼1
=

𝜇2

𝜇1
  

[3, с. 77], где индекс 1 обозначает параметры в первой среде, а индекс 2 

параметры во второй среде. 

В этой задаче четыре границы, используя соотношение тангенсов 

углов и диэлектрических проницаемостей можно определить направле-

ния электрических полей внутри всех пластин и в нижнем полупрост- 

ранстве. 

На первой границе, где индекс 1 это вакуум, а индекс 2 первая пла-

стина, получим: 
 

tan𝛼2

tan𝛼1
=

𝜀2

𝜀1
 =>  

tan𝛽

tan𝛼
=

𝜀1

1
 => tan 𝛽 = 𝜀1 tan 𝛼. 

 

На второй границе, где индекс 1 это первая пластина, а индекс 2 

вторая пластина, получим: 
 

tan𝛼2

tan𝛼1
=

𝜀2

𝜀1
 =>  

tan𝛾

tan𝛽
=

𝜀2

𝜀1
 => tan 𝛾 = tan 𝛽 ∙

𝜀2

𝜀1
= 𝜀1 tan 𝛼 ∙

𝜀2

𝜀1
=

𝜀2 tan 𝛼. 
 

На третьей границе, где индекс 1 это вторая пластина, а индекс 2 

третья пластина, получим: 
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tan𝛼2

tan𝛼1
=

𝜀2

𝜀1
 =>  

tan𝛿

tan𝛾
=

𝜀3

𝜀2
 => tan 𝛿 = tan 𝛾 ∙

𝜀3

𝜀2
= 𝜀2 tan 𝛼 ∙

𝜀3

𝜀2
=

𝜀3 tan 𝛼. 
 

На четвертой границе, где индекс 1 это третья пластина, а индекс 2 

вакуум, получим: 
 

tan𝛼2

tan𝛼1
=

1

𝜀3
 =>  

tan𝛿

tan𝜑
=

1

𝜀3
 => tan𝜑 = tan 𝛿 ∙

1

𝜀3
= 𝜀3 tan 𝛼 ∙

1

𝜀3
=

tan 𝛼  =>  𝜑 = 𝛼. 
 

Получили, что в первой пластине электрическое поле направлено 

под углом , который определяется соотношением tan 𝛽 = 𝜀1 tan 𝛼, во 

второй пластине поле направлено под углом , который определяется со-

отношением tan 𝛾 = 𝜀2 tan 𝛼, в третьей пластине поле направлено под 

углом , который определяется соотношением tan 𝛿 = 𝜀3 tan 𝛼, в ниж-

нем полупространстве поле направлено под тем же углом , что и в верх-

нем полупространстве. Все углы отсчитываются от нормали к поверхно-

стям пластин. 

Найдем величины электрических полей в каждой из пластин и в 

нижнем полупространстве. Величину поля можно определить вспомнив, 

что тангенциальные компоненты полей E и E1 на границе должны быть 

равны [3, с. 77], причем это будет выполнятся для всех четырех границ 

(см. рис. 3.10).  

 

 
 

Рис. 3.10 
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Тогда получим соотношение для поля в первой пластине, вспомнив 

некоторые тригонометрические соотношения: 
 

𝐸 ∙ sin 𝛼 = 𝐸1 ∙ sin 𝛽 => 𝐸1 =𝐸
sin 𝛼

sin 𝛽
= {sin2 𝛼 =

1

1 +
1

tan2 𝛼

}

= 𝐸
sin𝛼

√1 +
1

tan2 𝛽

= 𝐸
sin𝛼

√1 +
1

𝜀1
2 tan2 𝛼

. 

 

Поскольку тангенциальные компоненты поля не меняются для всех 

границ в нашей задаче, тогда можно получить выражения для величин 

электрических полей в каждой из пластин и в нижнем полупространстве. 

Для второй пластины: 
 

𝐸 ∙ sin 𝛼 = 𝐸2 ∙ sin 𝛾 => 𝐸2 =𝐸
sin𝛼

sin 𝛾
= {sin2 𝛼 =

1

1 +
1

tan2 𝛼

}

= 𝐸
sin𝛼

√1 +
1

tan2 𝛾

= 𝐸
sin𝛼

√1 +
1

𝜀2
2 tan2 𝛼

. 

 

Для третьей пластины: 

𝐸 ∙ sin 𝛼 = 𝐸3 ∙ sin 𝛿 => 𝐸3 =𝐸
sin𝛼

sin 𝛿
= {sin2 𝛼 =

1

1 +
1

tan2 𝛼

}

= 𝐸
sin𝛼

√1 +
1

tan2 𝛿

= 𝐸
sin𝛼

√1 +
1

𝜀3
2 tan2 𝛼

. 

 

В нижнем полупространстве получим: 
 

𝐸 ∙ sin 𝛼 = 𝐸4 ∙ sin𝜑 => 𝐸4 =𝐸
sin 𝛼

sin𝜑
= {𝜑 = 𝛼} = 𝐸

sin 𝛼

sin 𝛼
= 𝐸. 

 

Ответ: выше и ниже пластин электрическое поле будет равно E  

по величине и направлено под углом 𝛼 к нормали поверхностей пла-

стины; внутри первой пластины величина электрического поля будет 
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равна 𝐸
sin𝛼

√1+
1

𝜀1
2 tan2 𝛼

 и направлено оно будет под углом 𝛽 к нормали 

поверхностей пластины, где 𝛽 определяется следующим соотношением 

tan𝛽 = 𝜀1 tan𝛼; внутри второй пластины величина электрического поля 

будет равна 𝐸
sin𝛼

√1+
1

𝜀2
2 tan2 𝛼

 и направлено оно будет под углом 𝛾 к нор-

мали поверхностей пластины, где 𝛾 определяется следующим соотноше-

нием tan 𝛾 = 𝜀2 tan𝛼; внутри третьей пластины величина электрического 

поля будет равна 𝐸
sin𝛼

√1+
1

𝜀3
2 tan2 𝛼

 и направлено оно будет под  

углом 𝛿 к нормали поверхностей пластины, где 𝛿 определяется следую-

щим соотношением tan 𝛿 = 𝜀3 tan𝛼. 

 

7) В статическое электрическое поле Е перпендикулярно полю по-

мещена бесконечная проводящая толстая пластина с толщиной h. Найти 

электрическое поле везде. Найти площадную плотность зарядов, сосре-

доточенных на границах пластины (см. рис. 3.11). 

 

 
 

Рис. 3.11 

 

Решение: 

Известно, что если проводник поместить в электрическое поле, то 

в нем на границах проводника накапливается электрический заряд, кото-

рый нейтрализует внешнее электрическое поле, таким образом, чтобы 

внутри проводника суммарное поле (внешнее поле и поле индуцирован-

ных зарядов) равнялось 0 [3, с. 60]. 
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Под воздействием внешнего поля, на верхней границе в тонком 

слое будет накапливаться заряд. Поскольку в нашей задаче внешнее поле 

перпендикулярно пластине и пластина бесконечна, то наша система сим-

метрична относительно плоскости середины пластины и любая точка на 

границе пластины ничем не отличается от другой. Значит поверхностная 

плотность зарядов в каждой точке тонкого приграничного слоя будет 

одинакова. Обозначим ее . 

Поскольку на верхней границе накапливается заряд с плотностью 

, значит на нижней границе будет накапливаться такой же по плотности 

заряд, но с другим знаком [3, с. 59]. Найдем какой должна быть плотность 

зарядов , чтобы нейтрализовать внешнее поле внутри проводника. 

При решении задачи № 15 раздела 2, мы уже находили чему бу-

дет равно поле между двух заряженных пластин с различными поверх-

ностными плотностями зарядов. Получили следующий ответ: в верх-

ней области суммарное поле равно 𝑓в =2π(1 + 2) направленное 

вверх; в нижней области поле равно 𝑓н =2π(1 + 2) направленное 

вниз; в области между плоскостями поле равно 𝑓с =|2π(1 − 2)| при 

этом если 1 > 2, то поле направлено вниз, если 1 < 2, то поле 

направлено вверх. 

Подставим в этот ответ параметры нашей задачи. Плотность заря-

дов в верхнем тонком слое равна , в нижнем -. Тогда получим, что 

сверху пластины электрическое поле от нее будет равно: 
 

𝑓в =2π(1 + 2) = 2π( −  ) = 0. 
 

Снизу пластины поле от нее будет равно: 
 

𝑓н =2π(1 + 2) =  2π( −  ) = 0. 
 

То есть снаружи пластины дополнительное поле от тонких заря-

женных слоев будет отсутствовать. Внутри проводящей пластины вели-

чина электрического поля будет равна: 
 

𝑓с =|2π(1 − 2)| =  2π( +  ) =  4π,  
 

и направлено оно будет вниз. 
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Для того чтобы внутри проводника поле стало нулевым необхо-

димо, чтобы внешнее поле и поле создаваемое тонкими заряженными 

слоями в проводнике была равно друг другу по величине и противопо-

ложно по направлению. Тогда можем записать, что: 
 

𝐸 = −𝐸пл  => 𝐸 = −4𝜋𝜎 =>  𝜎 = −
𝐸

4𝜋
. 

 

Ответ: выше и ниже пластины электрическое поле будет равно E 

по величине и направлено перпендикулярно к нормали поверхностей 

пластины; внутри проводящей пластины электрическое поле будет 

равно 0; плотность индуцированных зарядов в верхнем тонком слое про-

водника будет равна −
𝐸

4𝜋
; плотность индуцированных зарядов в нижнем 

тонком слое проводника будет равна 
𝐸

4𝜋
. 
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4. Магнитное поле постоянного тока 

 

 

Закон Ампера определяет силовое действие магнитного поля на 

движущиеся электрические заряды и электрические токи. Приведем этот 

закон для случая, который определяет силовое действие магнитного поля 

на направленный (по току) элементарный отрезок 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗ линейного тока I: 
 

𝑑𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐼 ∙ [𝑑𝑙⃗⃗  ⃗ ∙ 𝐵⃗ ]. 
 

Здесь 𝑑𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ – сила (Н), I – электрический ток (А), 𝑑𝑙 = |𝑑𝑙⃗⃗  ⃗| – длина 

отрезка тока (м), 𝐵⃗  – вектор магнитной индукции (Тл) в пределах элемен-

тарного отрезка dl (см. рис. 4.1). 

Абсолютная величина  
 

𝑑𝐹 = |𝑑𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗| = 𝐼 ∙ 𝑑𝑙 ∙ 𝐵 ∙ sin(𝑑𝑙⃗⃗  ⃗, 𝐵⃗ ),  

𝑑𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗||[𝑑𝑙⃗⃗  ⃗ ∙ 𝐵⃗ ], 𝑑𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗𝑑𝑙⃗⃗  ⃗, 𝑑𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗𝐵,⃗⃗  ⃗ 
 

а направления 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗ тока I, векторов 𝐵⃗  и 𝑑𝐹⃗⃗⃗⃗  ⃗ образуют 

правую тройку. 

Закон Био – Савара – Лапласа. Магнитное 

поле, создаваемое в точке наблюдения а элемен-

тарным отрезком dl тока I определяет выражение: 
 

𝑑𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(𝑎) =
𝜇0𝐼

4𝜋

[𝑑𝑙⃗⃗  ⃗ ∙ 𝐿⃗ ]

𝐿3
, 

 

где 𝐿⃗ = 𝐿𝑞𝑎
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   – радиус-вектор с началом q в центре 

отрезка dl и концом в точке наблюдения а,  
Рис. 4.1 
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𝐿𝑞𝑎 = 𝐿 = |𝐿|⃗⃗⃗⃗  ⃗ – расстояние между точками q и а, 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗ – направленный (по 

току I) элементарный отрезок dl. Тогда, модуль вектора 𝑑𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗: 
 

𝑑𝐵(𝑎) =
𝜇0𝐼 ∙ 𝑑𝑙

4𝜋𝐿2
∙ sin(𝑑𝑙⃗⃗  ⃗, 𝐿⃗ ). 

 

Так как 
𝜇0𝐼

4𝜋𝐿2 – положительный скаляр, то вектор 𝑑𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ имеет то же 

направление, что и вектор [𝑑𝑙⃗⃗  ⃗ ∙ 𝐿⃗ ], то есть 𝑑𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗𝑑𝑙⃗⃗  ⃗,  𝑑𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 𝐿,⃗⃗  и 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗, 𝐿,⃗⃗  𝑑𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ обра-

зуют правую тройку векторов. 

Если на рис. 4.2,1 отрезок 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗ тока I, точки наблюдения a и радиусы 

векторы 𝐿⃗  лежат в плоскости чертежа, то векторы 𝑑𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ортогональны этой 

плоскости. При показанном на рис. 4.2,1 направлении тока I в лежащей 

справа от тока I точке a вектор 𝑑𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ направлен «от нас», а в расположенной 

слева от тока точке a – «к нам». 

 

 
 

Рис. 4.2 

 

Некоторые геометрические особенности поля 𝑑𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ показаны на 

рис. 4.2, 2, где отрезок 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗ тока I ориентирован ортогонально плоскости 

чертежа (ток направлен «от нас»), а точки наблюдения лежат в этой плос-

кости и расположены на одинаковых расстояниях от центра q отрезка. На 

рисунке видно, что векторные (силовые) линии ldB (по касательной к ко-

торым направлены векторы 𝑑𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) это – окружности. Направление линий ldB 

образует правовинтовую систему с направлением тока I в отрезке dl. 



91 
 

Магнитное поле 𝐵⃗ , создаваемое током I вдоль линии l, определим, 

суммируя поля 𝑑𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ всех отрезков dl, из которых состоит l: 

𝐵⃗ = ∫ 𝑑𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗.

𝑙

 

То есть закон Био – Савара – Лапласа для линейного тока: 

𝐵⃗ (𝑎) =
𝜇0𝐼

4𝜋
∫

[𝑑𝑙⃗⃗  ⃗ ∙ 𝐿⃗ ]

𝐿3

𝑙

. 

При интегрировании, конечно, положение точки наблюдения a – 

фиксировано, а точка q «пробегает» линию l. 

Получим закон Био – Савара – Лапласа для объёмного тока. Пусть 

в области пространства V имеется объемный ток (см. рис. 4.3). Такой ток 

характеризует поле вектора плотности тока 𝑗 . На рис. 4.3 показана элемен-

тарная токовая трубка, к поверхности которой по касательной направлены 

векторы 𝑗 . Рассмотрим элементарный отрезок такой трубки высотой dl, 

ограниченный нормальными (ортогональными 𝑗 ) сечениями dSн. 

Электрический ток в этом отрезке 𝑑𝐼 =

𝑗·𝑑𝑆Н (где j=|𝑗|⃗⃗⃗⃗  ) создаёт магнитное поле, опреде-

ляемое выражением: 
 

𝑑𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(𝑎) =
𝜇0𝑑𝐼

4𝜋

[𝑑𝑙⃗⃗  ⃗ ∙ 𝐿⃗ ]

𝐿3
=

𝜇0𝑗 ∙ 𝑑𝑆𝐻

4𝜋
∙
[𝑑𝑙⃗⃗  ⃗ ∙ 𝐿⃗ ]

𝐿3
. 

 

Принимая во внимание, что в токовой 

трубке 𝑗  || 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗ и, следовательно, 𝑗 ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗ = 𝑑𝑙 ∙ 𝑗 , а 

dSн·dl = dV – объём отрезка dl элементарной токо-

вой трубки сечением dSн, получаем: 
 

𝑑𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗(𝑎) =
𝜇0

4𝜋

[𝑗 ∙ 𝐿⃗ ]

𝐿3
𝑑𝑉. 

 

Так как  

𝐵⃗ = ∫ 𝑑𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗,

𝑙

 Рис. 4.3 
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для магнитного поля объёмного тока, занимающего область простран-

ства V, получаем следующее выражение: 
 

𝐵⃗ (𝑎) =
𝜇0

4𝜋
∫

[𝑗 ∙ 𝐿⃗ ]

𝐿3

𝑙

𝑑𝑉, 

 

где 𝐿⃗ = 𝐿𝑞𝑎
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , а при интегрировании точка q «пробегает» область V. Это 

закон Био – Савара – Лапласа для объёмного тока. 

Магнитное поле 𝐵⃗  – соленоидальное (чисто вихревое). Его вектор-

ные линии замкнуты, либо продолжаются до бесконечности. Возбудите-

лями (вихревого типа) поля 𝐵⃗  в немагнитной среде являются электриче-

ские токи в проводниках, распределение которых характеризует вектор 

плотности тока 𝑗 . 

Обозначив  

𝐼𝑠 = ∫(𝑗 ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ ),

𝑆

 

получаем 1-е уравнение магнитного поля постоянного тока в интеграль-

ной форме, называемое законом полного тока (см. рис. 4.4): 
 

∮(𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗)

𝑙[𝑆]

= 𝜇0𝐼𝑆 = 𝜇0 ∫(𝑗 ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ ).

𝑆

 

 

 
 

Рис. 4.4 
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Следует отметить, что закон Био – Савара – Лапласа для линейных 

и объёмных токов может применяться для расчета магнитного поля от-

дельных участков цепей постоянного электрического тока. В отличие от 

этого, закон полного тока, справедлив только для полных цепей постоян-

ного тока – замкнутых или тех, которые можно считать «продолжающи-

мися до бесконечности». 

Отметим также, что поток IS вектора 𝑗  через поверхность тесно свя-

зан электрическим током I через поверхность S. В частности, если на всей 

поверхности S углы между направлениями 𝑗  и 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗  – острые (см. рис. 4.4) 

или нулевые, то IS = I. Если же эти углы – тупые (или равны π), то IS = -I. 

Также можно получить 2-е уравнение магнитного поля постоян-

ного тока в интегральной форме: 

∮(𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ )

𝑆

= 0, 

то есть поток вектора 𝐵⃗  через любую замкнутую поверхность S равен 

нулю. 

Установим связь между напряженностью магнитного поля 𝐻⃗⃗  и век-

тором магнитной индукции 𝐵⃗ . Как было показано раньше, 
 

𝐵⃗ = 𝜇0(𝐻⃗⃗ + 𝐽 ). 
 

Вектор намагниченности 
 

𝐽 = 𝐽вр⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐽0⃗⃗  ⃗, 
 

где слагаемое 𝐽вр⃗⃗⃗⃗  ⃗ отвечает временной (индуктивной) намагниченности, 

существующей под действием магнитного поля, а слагаемое 𝐽0⃗⃗  ⃗ – посто-

янной (остаточной) намагниченности, которая существует независимо от 

действующего магнитного поля. Примем, как и для магнитостатического 

поля, допущение о прямой пропорциональной зависимости между 𝐽вр⃗⃗⃗⃗  ⃗ и 

𝐻⃗⃗ , то есть будем полагать, что 𝐽вр⃗⃗⃗⃗  ⃗ = æ𝐻⃗⃗ , где æ – магнитная восприимчи-

вость. Тогда, 

𝐵⃗ = 𝜇0 (𝐻⃗⃗ + æ𝐻⃗⃗ + 𝐽0⃗⃗  ⃗). 
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Магнитная проницаемость μ=1+æ, то есть остаётся справедливым 

уравнение связи, полученное ранее для магнитостатического поля: 
 

𝐵⃗ = 𝜇0 (μ𝐻⃗⃗ + 𝐽0⃗⃗  ⃗) = 𝜇𝑎𝐻⃗⃗ + 𝜇0𝐽
0⃗⃗  ⃗, 

 

где 𝜇𝑎 = 𝜇0𝜇 – абсолютная магнитная проницаемость. 

В присутствии магнитной среды систему уравнений магнитного 

поля постоянного тока в дифференциальной форме удобно представить 

в следующем виде: 
 

𝐼. 𝑟𝑜𝑡 𝐻⃗⃗ = 𝑗 , 

𝐼𝐼. 𝑑𝑖𝑣 𝐵⃗ = 0, 

𝐵⃗ = 𝜇𝑎𝐻⃗⃗ + 𝜇0𝐽
0⃗⃗  ⃗. 

 

В присутствии намагничивающейся среды уравнения магнитного 

поля постоянного электрического тока в интегральной форме удобно 

представить в виде: 

𝐼. ∮(𝐻⃗⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗)

𝑙[𝑆]

= 𝐼𝑆 = ∫(𝑗 ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ )

𝑆

, 

𝐼𝐼.∮(𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ )

𝑆

= 0, 

𝐵⃗ = 𝜇𝑎𝐻⃗⃗ + 𝜇0𝐽
0⃗⃗  ⃗. 

 

Первое из уравнений – это одна из форм записи закона полного 

тока. 

Пусть всюду (во всём пространстве) 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜇 = 0, 𝐽0⃗⃗  ⃗ = 0, то есть 

это – модель безграничной, однородной по магнитной проницаемости μ 

среды, в которой нет постоянной намагниченности, но может быть вре-

менная намагниченность, существующая под действием магнитного 

поля. Из уравнения связи получаем: 
 

𝐵⃗ = 𝜇0𝜇𝐻⃗⃗ , 
 

где 𝜇 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Умножая левую и правую части 1-го уравнения в диффе-

ренциальной форме на произведение 𝜇0𝜇 , получаем 
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𝜇0𝜇 𝑟𝑜𝑡 𝐻⃗⃗ = 𝜇0𝜇 𝑗  
 

или (при 𝜇 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и 𝜇0𝜇 𝑟𝑜𝑡 𝐻⃗⃗ = 𝑟𝑜𝑡 (𝜇0𝜇 𝐻⃗⃗ )): 
 

𝑟𝑜𝑡 𝐵⃗ = 𝜇0𝜇 𝑗 . 
 

Сравним это уравнение с равенством для магнитного поля посто-

янного тока в вакууме (или в немагнитной среде). Левая часть 

 этого уравнения – та же, а правая часть отличается множителем μ. Это 

означает, что при заданном распределении токов в безграничной, одно-

родной по μ модели среды поле 𝐵⃗  будет отличаться по абсолютной  

величине от поля в вакууме в μ раз. Тогда, например, для безграничной, 

однородной по μ среды получаем: 
 

𝑑𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝜇 ∙ 𝜇0𝐼

4𝜋

[𝑑𝑙⃗⃗  ⃗ ∙ 𝐿⃗ ]

𝐿3
=

𝜇𝑎𝐼

4𝜋
∙
[𝑑𝑙⃗⃗  ⃗ ∙ 𝐿⃗ ]

𝐿3
, 

𝑑𝐻⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
𝑑𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝜇∙𝜇0
=

𝐼

4𝜋
∙
[𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗ ∙𝐿⃗ ]

𝐿3 . 

 

Из последнего равенства следует, что при 𝐽0⃗⃗  ⃗ = 0 в безграничной 

однородной по магнитной проницаемости μ модели среды напряжен-

ность 𝐻⃗⃗  магнитного поля, возбуждаемого постоянным электрическим то-

ком, не зависит от μ. 
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Задачи 

 

1) По очень тонкой бесконечной проволоке, вытянутой вдоль пря-

мой, течет ток I. Найти магнитное поле везде (см. рис. 4.5). 

 

 

 

Рис. 4.5 

 

Решение: 

Для решения этой задачи воспользуемся выражением для полного 

тока [3, с. 114]. 
 

∮(𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) = 𝜇0𝐼𝑠 = 𝜇0 ∫(𝑗𝑠⃗⃗ ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ )

𝑆𝑙[𝑆]

, 

 

где 𝐵 – магнитное поле, создаваемое проводниками с током, dl – вектор 

вдоль пути, по которому считаем циркуляцию магнитного поля (можем 

выбрать любой замкнутый путь), Is – линейный ток, протекающий через 

поверхность S, натянутую на путь l, 𝑗𝑠 – объемный ток, протекающий че-

рез поверхность S, натянутую на путь l, 𝑗𝐿 – поверхностный ток, протека-

ющий через поверхность S, натянутую на путь l. 

Для удобного решения задачи на нахождение поля через вычисле-

ние циркуляции вдоль некоторого пути, необходимо правильно выбрать 

путь, вдоль которого будет удобно считать скалярное произведение. В 

данной задаче мы имеем цилиндрическую симметрию, то есть имеется 

одна выделенная ось (вдоль тонкой бесконечной нити) вокруг которой 
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все направления одинаковы. Соответственно, при таком типе симметрии 

удобнее всего выбирать путь в виде окружности, плоскость которой пер-

пендикулярна проводу, и центр ее совпадает с положением провода с то-

ком (см. рис. 2.29). 

Найдем направление магнитного поля на этой окружности. По за-

кону Био – Савара – Лапласа для проводника с током , элемент которого 

создает в некоторой точке индукцию dB, записывается в виде [3, с. 110]: 

𝐵(𝑎)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
𝜇0𝐼

4𝜋
∫

[𝑑𝑙⃗⃗⃗⃗ ∙𝐿⃗ ]

𝐿3𝑙
 Направление dB перпендикулярно Idl и r, т. е. пер-

пендикулярно плоскости, в которой они лежат, и совпадает с касательной 

к силовой линии магнитной индукции. Все векторы dB от произвольных 

элементарных участков dl имеют одинаковое направление. Поэтому сло-

жение векторов можно заменить сложением модулей (см. рис. 4.6). 

 

 
 

Рис. 4.6 

 

Как мы выяснили выше, направление поля от всего провода совпа-

дает с направлением от одного элементарного кусочка, найдем это 

направление, используя выражение для векторного произведения и пра-

вило «буравчика» [3, с. 109].  
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Получим, что в нашей задаче, где ток течет на нас, магнитное поле 

на окружности направлено против часовой стрелки (см. рис. 4.7). 

 

 
 

Рис. 4.7 

 

Определим теперь величину магнитного поля на этой окружности. 

Поскольку в нашей задаче есть цилиндрическая симметрия, то точки на 

окружности, центр которой совпадает с положением провода с током, бу-

дут равнозначны и симметричны. Значит и величины полей в этих точках 

на окружности должны быть одинаковы. 

Это можно доказать, выполнив следующие рассуждения.  

Допустим на окружности есть две точки А и В, и в этих точках поле от-

личается. Тогда проведем следующие рассуждения: наблюдатель  

смотрит на нашу систему и видит, что в точке А поле равно величине fa 

(см. рис. 4.8, 1). Теперь представьте, что наблюдатель закрыл глаза и его 

переместили так, что для него точка В теперь совпала с точкой А (см. 

рис. 4.8, 2) и открыв глаза он увидит, что поле в точке изменилось с fa на 

fb, но никаких других изменений кроме этого нет (см. рис. 4.8, 3). Провод 

с током, как был по оси системы, так и остался, никаких новых объектов 

не появилось, пространство как было изотропным, так и осталось. То есть 

для наблюдателя ничего не изменилось, кроме величины поля, что невоз-

можно. Таким образом, получается противоречие: поле не должно ме-

няться, но оно поменялось. 
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Рис. 4.8 

 

Отсюда следует вывод, что поля fa и fb равны, а это возможно 

только в том случае, если в любой точке на окружности величины полей 

будут равны. Применив похожие рассуждения, можно показать, что, пе-

ремещая окружность вдоль длины провода, ничего меняться не будет и 

поле на таких окружностях тоже одинаково по величине и направлению. 

Итак, мы определили, что в любой точке на окружностях с одина-

ковым радиусом, плоскость которых перпендикулярна проводу с током 

и центр их совпадает с положением провода, величина магнитного поля 

будет одинакова и направлено оно будет против часовой стрелки. То есть 

величина и направление поля может зависеть только от радиуса таких 

окружностей. 

Теперь можно выписать выражение для полного тока. Выберем за-

мкнутый путь, по которому будем считать циркуляцию вдоль окружно-

сти с радиусом r против часовой стрелки, тогда угол между векторами B 

и dl будет равен 0 и скалярное произведение будет равно просто произ-

ведению величин: 
 

∮ (𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) = {𝐵⃗ ||𝑑𝑙⃗⃗  ⃗} = ∫ 𝐵 ∙ 𝑑𝑙
𝑙[𝑆]𝑙[𝑆]

= 𝐵 ∫ 𝑑𝑙 = 𝐵 ∫ 𝑑𝑙
2𝜋𝑟

0
= 𝐵2𝜋𝑟

𝑙[𝑆]
. 

 

В правой части уравнения полного тока стоит полный ток, проте-

кающий через площадь, натянутую на путь l. В нашем случае это линей-

ный ток и равен он I. Тогда: 
 

∮(𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) =

𝑙[𝑆]

𝜇0𝐼𝑠 =>  𝐵2𝜋𝑟 = 𝜇0𝐼 => 𝐵 =
𝜇0𝐼 

2𝜋𝑟
. 
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Меняя радиус окружностей, вдоль которых считаем циркуляцию, и 

перемещая их вдоль провода с током, можно определить поле в любой 

точке пространства. 

Ответ: величина магнитного поля в любой точке равна 𝐵 =
𝜇0𝐼 

2𝜋𝑟
 

направление магнитного поля будет против часовой стрелки вдоль 

окружности, плоскость которой перпендикулярна проводу с током и 

центр совпадает с проводом (ток течет на нас). 

 

2) Вдоль бесконечной толстой проволоки радиусом R, вытянутой 

вдоль прямой, течет ток с равномерной объемной плотностью j. Найти 

магнитное поле везде (см. рис. 4.9). 

 

 
 

Рис. 4.9 

 

Решение: 

Для решения этой задачи воспользуемся выражением для полного 

тока [3, с. 114]: 

∮(𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) = 𝜇0 ∫(𝑗𝑠⃗⃗ ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ )

𝑆𝑙[𝑆]

. 

Проведя такие же рассуждения, как в предыдущей задаче, можно 

показать, что магнитное поле одинаково по величине на окружностях 



101 
 

одинакового радиуса, как внутри толстого провода (область 2), так и сна-

ружи него (область 1). Направление поля вдоль окружности и против ча-

совой стрелки, если ток течет на нас (см. рис. 4.10). 

 

 
 

Рис. 4.10 

 

Найдем магнитное поле используя выражение для полного тока от-

дельно для области внутри провода (область 2) и снаружи провода (об-

ласть 1). 

Левая часть уравнения полного тока в области 1, то есть снаружи 

провода, будет такое: 
 

∮(𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) = {𝐵⃗ ||𝑑𝑙⃗⃗  ⃗} = ∫ 𝐵 ∙ 𝑑𝑙
𝑙[𝑆]

=

𝑙[𝑆]

𝐵 ∫ 𝑑𝑙 = 𝐵 ∙ 2𝜋𝑟
𝑙[𝑆]

. 

 

Правая часть в области 1, учитывая, что направления тока и направ-

ление нормали поверхности, через которую считаем поток плотности 

тока, будет равны, получим: 
 

𝜇0 ∫(𝑗𝑠⃗⃗ ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ )

𝑆

= 𝜇0 ∫ 𝑗𝑠 ∙

𝑆

𝑑𝑆 = 𝜇0𝑗 ∫ 𝑑𝑆
𝑆

= 𝜇0𝑗 ∙ 𝜋𝑅2. 

 

Плотность тока можно вынести из-под интеграла, так как она рав-

номерна по всей площади, где течет ток, сама же площадь, где течет ток, 

равна площади поперечного сечения провода 𝜋𝑅2. 
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Приравняем правую и левую часть: 
 

∮(𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) = 𝜇0 ∫(𝑗𝑠⃗⃗ ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ )

𝑆𝑙[𝑆]

 =>  𝐵 ∙ 2𝜋𝑟 = 𝜇0 𝑗 ∙ 𝜋𝑅2  => 𝐵 =
𝜇0𝑗𝑅

2

2𝑟
. 

 

Направление поля снаружи будет против часовой стрелки вдоль 

окружности. 

Найдем поле для области 2, то есть внутри толстого провода. Пра-

вая часть будет равна: 
 

∮(𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) = {𝐵⃗ ||𝑑𝑙⃗⃗  ⃗} = ∫ 𝐵 ∙ 𝑑𝑙
𝑙[𝑆]

=

𝑙[𝑆]

𝐵 ∫ 𝑑𝑙 = 𝐵 ∙ 2𝜋𝑟
𝑙[𝑆]

. 

 

Левая часть будет равна: 
 

𝜇0 ∫(𝑗𝑠⃗⃗ ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ )

𝑆

= 𝜇0 ∫ 𝑗𝑠 ∙

𝑆

𝑑𝑆 = 𝜇0𝑗 ∫ 𝑑𝑆
𝑆

= 𝜇0𝑗 ∙ 𝜋𝑟2. 

 

Левая часть будет отличаться, потому, что площадь поверхности 

будет меньше чем в области 1, поскольку радиус окружности, на которую 

мы натягиваем поверхность меньше R. 

Приравняем левую и правую части: 
 

∮(𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) = 𝜇0 ∫(𝑗𝑠⃗⃗ ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ )

𝑆𝑙[𝑆]

 =>  𝐵 ∙ 2𝜋𝑟 = 𝜇0 𝑗 ∙ 𝜋𝑟2  => 𝐵 =
𝜇0𝑗𝑟

2
. 

 

Направление поля внутри будет против часовой стрелки вдоль 

окружности. 

Проанализируем график магнитного поля в зависимости от рассто-

яния от центра провода (см. рис. 4.11). 
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Рис. 4.11 

 

По графику видно, что начиная от радиуса 0 до радиуса R поле ли-

нейно возрастает до величины 
𝜇0𝑗𝑅

2
, после чего начинает спадать по ги-

перболе степени 1 и на бесконечности стремится к 0. 

Ответ: величина магнитного поля в любой точке снаружи тол-

стого провода (r > R) равна 𝐵 =
𝜇0𝑗𝑅

2

2𝑟
, направление магнитного поля бу-

дет против часовой стрелки вдоль окружности; величина магнитного 

поля в любой точке внутри толстого провода (r < R) равна 𝐵 =
𝜇0𝑗𝑟

2
, 

направление магнитного поля будет против часовой стрелки вдоль 

окружности. Ток течет на нас. 
 

3) Вдоль бесконечной толстостенной трубы, вытянутой вдоль од-

ной прямой, течет ток с поверхностной плотностью j. Внутренний радиус 

трубы R1, внешний радиус R2. Найти магнитное поле везде (см. рис. 4.12). 

 

 
 

Рис. 4.12 
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Решение: 

Проведя такие же рассуждения, как в задаче № 1 этого раздела, 

можно показать, что магнитное поле одинаково по величине на окружно-

стях одинакового радиуса, как внутри полости (область 3), как внутри 

толстостенной трубы (область 2), так и снаружи нее (область 1). Направ-

ление поля вдоль окружности и против часовой стрелки, если ток течет 

на нас (см. рис. 4.13). 

Напишем выражения для полного тока в каждой из областей, чтобы 

найти величину магнитного поля. В области 1 получим: 

∮(𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) = 𝜇0 ∫(𝑗𝑠⃗⃗ ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ )

𝑆𝑙[𝑆]

 =>  𝐵 ∙ 2𝜋𝑟 = 𝜇0 𝑗 ∙ (𝑆2 − 𝑆1) => 𝐵 ∙ 2𝜋𝑟

= 𝜇0 𝑗 ∙ (𝜋𝑅2
2 − 𝜋𝑅1

2) => 𝐵 =
𝜇0𝑗 ∙ (𝑅2

2 − 𝑅1
2)

2𝑟
 

 

 
 

Рис. 4.13 

 

Площадь, через которую течет ток, равна разности площадей 

окружностей с радиусом R2 и R2. 

В области 3 получим: 

∮(𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) = 𝜇0 ∫(𝑗𝑠⃗⃗ ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ )

𝑆𝑙[𝑆]

 =>  𝐵 ∙ 2𝜋𝑟 =  𝜇0𝑗 ∙ 𝑆 => 

𝐵 ∙ 2𝜋𝑟 = 𝜇0 𝑗 ∙ 0 => 𝐵 = 0. 
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В области 2 получим: 

∮(𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) = 𝜇0 ∫(𝑗𝑠⃗⃗ ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ )

𝑆𝑙[𝑆]

 =>  𝐵 ∙ 2𝜋𝑟 =  𝜇0𝑗 ∙ (𝑆 − 𝑆1) => 𝐵 ∙ 2𝜋𝑟

= 𝜇0 𝑗 ∙ (𝜋𝑟2 − 𝜋𝑅1
2) => 𝐵 =

𝜇0𝑗 ∙ (𝜋𝑟2 − 𝑅1
2)

2𝑟
. 

Направления полей во всех трех областях против часовой стрелки 

вдоль окружностей, перпендикулярных толстостенной трубе, если ток 

течет на нас. 

Нарисуем график величины поля в зависимости от радиуса от цен-

тра толстостенной трубы и проанализируем его (см. рис. 4.14). 
 

 
 

Рис. 4.14 

 

По графику поля видно, что внутри полости у нас поле равно 0. Да-

лее величина поля начинает расти от радиуса R1 до радиуса R2 (аналогия 

с задачей № 8 с шаром из раздела Статические поля), но уже не линейно. 

После выхода радиуса за пределы полости мы получаем гиперболиче-

ский спад со степенью 1, что схоже с полем от тонкого бесконечного про-

вода, где на бесконечном удалении мы имеем поле, стремящееся к 0. 

Ответ: если r < R1, то величина поля равна 0; если R2 > r > R1, то 

величина поля равна 
𝜇0𝑗∙(𝜋𝑟2−𝑅1

2)

2𝑟
; если r > R2, то величина поля равна 

𝜇0𝑗∙(𝑅2
2−𝑅1

2)

2𝑟
; направления полей магнитного поля везде будет против ча-

совой стрелки вдоль окружностей. Ток течет на нас. 
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4) Есть бесконечная плоскость. По ней вдоль одного направления 

течет ток с линейной плотностью j. Найти магнитное поле везде (см. 

рис. 4.15). 

 

 
 

Рис. 4.15 

 

Решение: 

Искать магнитное поле будем через выражение полного тока, но 

для удобства расчетов необходимо выбрать путь, вдоль которого будем 

считать циркуляцию, так, чтобы упростить интеграл от скалярного про-

изведения вектора магнитного поля и вектора направленного вдоль пути. 

 

 

 

Рис. 4.16 

 

Симметрия задачи плоскостная, относительно плоскости в которой те-

чет ток. То есть нам удобно выбрать в качестве пути прямоугольник, распо-

ложенный симметрично относительно плоскости с током (см. рис. 4.16).  

Найдем направление магнитного поля на каждой из сторон такого пути. 

Если ток в плоскости течет на нас, рассмотрим сумму полей от 3 

бесконечно тонких линий с током (см. рис. 4.17). Причем линии с индек-

сом 1 и 2 расположены симметрично относительно линии с индексом 0. 
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Тогда поле от линии l0 в точке над ней будет направлено влево по правилу 

буравчика. Поля от линий 1 и 2 имеют вертикальные и горизонтальные со-

ставляющие поля, но поскольку эти линии расположены симметрично от 

линии 0, то вертикальные составляющие будут одинаковы и направлены в 

противоположные стороны. Таким образом, можно просуммировать все ли-

нии тока на плоскости и получим только горизонтальные составляющие. То 

есть в любой точке сверху плоскости поле направлено влево.  

 

 
 

Рис. 4.17 

 

Поскольку нас есть плоскостная симметрия, то можно сказать, что 

величина поля на одном и том же расстоянии от плоскости должна быть 

одинакова. Это также можно показать, проведя рассуждения, подобные 

рассуждениям, приведенным в задаче № 1 этого раздела. 

Если будем искать направление поля в нижнем полупространстве 

в точке симметричной той, что показана на рис. 4.17 и проведя такие же 

рассуждения для нее, то увидим, что суммарное поле от плоскости 

направлено вправо и величина его равна величине поля в верхней точке, 

поскольку эти точки симметричны относительно плоскости с током. 

В итоге определили, что в верхнем полупространстве магнитное 

поле направлено влево и на одинаковом расстоянии от плоскости с током 

одинаково, в нижнем полупространстве на таком же расстоянии магнит-

ное поле такое же, но направление его уже будет направо. 

Теперь можно выписывать выражения для полного тока вдоль пря-

моугольной линии, которая симметрична относительно плоскости с по-

верхностным током: 
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∮(𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) = 𝜇0 ∫(𝑗𝑠⃗⃗ ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ )

𝑆𝑙[𝑆]

 . 

 

Найдем сначала левую часть. Она будет суммой 4-х частей, вдоль 

отрезков 1–2, 2–3, 3–4, 4–1. 
 

∮
(𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) = ∫ (𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) + ∫ (𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) +

3

2

∫ (𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) +
4

3

∫ (𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗).
1

4

2

1

𝑙[𝑆]

 

 

На каждом из участков раскроем скалярное произведение, учиты-

вая куда направлено поле и куда направлено направление обхода. Полу-

чим, что на участке 1–2 и 3–4 эти векторы параллельны и направлены в 

одну сторону, то есть скалярное произведение равно просто произведе-

нию величин. На участках 2–3 и 4–1 поле перпендикулярно направлению 

обхода поэтому скалярное произведение от перпендикулярных векторов 

будет равно 0. 
 

∫ (𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) + ∫ (𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) +
3

2

∫ (𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) +
4

3

∫ (𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) =
1

4

2

1

∫ 𝐵 ∙ 𝑑𝑙 +
2

1

0

+ ∫ 𝐵 ∙ 𝑑𝑙 +
4

3

0 = 𝐵 ∫ 𝑑𝑙 +
2

1

𝐵 ∫ 𝑑𝑙
4

3

= 𝐵 ∙ 𝑎 + 𝐵 ∙ 𝑎 = 2𝐵𝑎. 

 

Найдем правую часть выражения для полного тока, учитывая, что 

в этом выражении стоит полный ток, который протекает через пло- 

щадь S: 

𝜇0 ∫(𝑗𝑠⃗⃗ ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ )

𝑆

= 𝜇0𝑗 ∙ 𝑎. 

Приравняем правую и левую часть: 
 

∮(𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) = 𝜇0 ∫(𝑗𝑠⃗⃗ ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ )

𝑆𝑙[𝑆]

=> 2𝐵𝑎 = 𝜇0𝑗 ∙ 𝑎 => 𝐵 =
𝜇0𝑗

2
. 

 

Получено выражение для магнитного поля, которое не зависит от 

расстояния до плоскости, то есть в полупространствах сверху и снизу 

поля одинаковы. 
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Ответ: величина поля во всем пространстве равна 
𝜇0𝑗

2
; направ- 

ление магнитного поля сверху плоскости с током влево, направление 

поля снизу плоскости с током вправо. Ток течет на нас. 

 

5) Есть две параллельных бесконечных плоскости. По ним вдоль 

одного и того же направления течет ток с линейными плотностями j1 и j2, 

соответственно. Найти магнитное поле везде (см. рис. 4.18). 

 

 

 

Рис. 4.18 

 

Решение: 

Если магнитное поле возбуждается несколькими источниками, то 

оно обладает свойством аддитивности, то есть суммарное магнитное 

поле равно сумме полей, возбужденных каждым источником по отдель-

ности. 

Воспользуемся ответом предыдущей задачи. В ней мы нашли поле 

от одной бесконечно плоскости с током и ответ был такой: величина поля 

во всем пространстве равна 
𝜇0𝑗

2
; направление магнитного поля сверху 

плоскости с током влево, направление поля снизу плоскости с током 

вправо. Ток течет на нас. 

Для нахождения ответа нам необходимо просто сложить поля от 

двух плоских токов. 

От первой плоскости с током поле будет равно по величине 
𝜇0𝑗1

2
, и 

направлено оно будет влево выше первой плоскости и вправо ниже пер-
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вой плоскости. От второй плоскости с током поле будет равно по вели-

чине 
𝜇0𝑗2

2
, направлено оно будет влево выше второй плоскости и вправо 

ниже второй плоскости (см. рис. 4.19). 

Для того, чтобы найти суммарное поле нам необходимо в каждой 

части пространства сложить поля, с учетом их направления. Выше обеих 

плоскостей поля направлены влево, тогда суммарное поле будет направ-

лено влево и по величине равно: 
 

𝐵 =
𝜇0𝑗1
2

+
𝜇0𝑗2
2

=
𝜇0(𝑗1+𝑗2)

2
. 

 

 
 

Рис. 4.19 

 

Ниже обеих плоскостей поля направлены влево, тогда суммарное 

поле будет тогда суммарное поле будет направлено влево и по величине 

равно: 
 

𝐵 =
𝜇0𝑗1
2

+
𝜇0𝑗2
2

=
𝜇0(𝑗1+𝑗2)

2
. 

 

Между плоскостями с током поля направлены в разные стороны, 

тогда величина суммарного поля будет равна: 
 

𝐵 = |
𝜇0𝑗1
2

−
𝜇0𝑗2
2

| = |
𝜇0(𝑗1 − 𝑗2)

2
|. 
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Направление суммарного поля будет зависеть от соотношения 

между плотностями токов. Если 𝑗1 > 𝑗2 тогда суммарное поле между пла-

стинами будет направлено вправо, если 𝑗1 < 𝑗2 тогда суммарное поле 

между пластинами будет направлено влево. 

Ответ: величина поля выше первой плоскости равна 
𝜇0(𝑗1+𝑗2)

2
 и 

направлено оно влево; величина поля ниже второй плоскости равна 

𝜇0𝑗(1+𝑗2)

2
 и направлено оно вправо; между плоскостями величина поля 

равна |
𝜇0(𝑗1−𝑗2)

2
| направление зависит от соотношения между токами, 

если 𝑗1 > 𝑗2 тогда магнитное поле между плоскостями будет направлено 

вправо, если 𝑗1 < 𝑗2 тогда магнитное поле между плоскостями будет 

направлено влево. Ток течет на нас. 

 

6) Есть бесконечная плоскость толщиной h. По ней вдоль одного 

направления течет ток с объемной плотностью j. Найти магнитное поле 

везде (см. рис. 4.20). 

 

 
 

Рис. 4.20 

 

Решение: 

Если провести рассуждения аналогичные рассуждениям в задаче 

№ 4 этого раздела, то можно показать, что на одном и том же расстоянии 

от центра пластины величины полей будут одинаковы в силу плоскост-

ной симметрии задачи. Кроме того, можно сказать, что поскольку ток те-

чет на нас, то направление магнитного поля выше середины пластины 

будет влево, а ниже середины пластины будет вправо. 
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Решение задачи разбивается на две части: 1) нахождение поля в об-

ласти 1 (снаружи пластины), 2) нахождение поля в области 2 (внутри пла-

стины) (см. рис. 4.21). 

 

 
 

Рис. 4.21 

 

В каждой области будем находить поле, используя выражение для 

полного тока. Нам нужно выбрать удобный путь, вдоль которого, удобно 

считать скалярное произведение поля на направление пути. Поскольку у 

нас в задаче есть плоскостная симметрия, то таким путем будет прямо-

угольник расположенный симметрично относительно середины пла-

стины, также, как и в задаче № 4 этого раздела. Для каждой из областей 

путь будет свой – прямоугольник с отличающийся высотой l, где l – это 

удвоенное расстояние от середины пластины до горизонтальной части 

пути. Длину прямоугольника обозначим как a. 

Как уже доказывалось в задачах выше, магнитное поле выше сере-

дины пластину будет направлено влево, а ниже середины пластины 

вправо, в случае если ток направлен на нас. 

Запишем выражение для полного тока для области 1: 

∮(𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) = 𝜇0 ∫(𝑗𝑠⃗⃗ ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ )

𝑆𝑙[𝑆]

 . 

Найдем сначала левую часть. Она будет суммой 4-х частей, вдоль 

отрезков 1–2, 2–3, 3–4, 4–1. 
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∮
(𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) = ∫ (𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) + ∫ (𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) +

3

2

∫ (𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) +
4

3

∫ (𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗).
1

4

2

1

𝑙[𝑆]

 

 

На каждом из участков раскроем скалярное произведение, учиты-

вая куда направлено поле и куда направлено направление обхода. Полу-

чим, что на участке 1–2 и 3–4 эти векторы параллельны и направлены в 

одну сторону, то есть скалярное произведение равно просто произведе-

нию величин. На участках 2–3 и 4–1 поле перпендикулярно направлению 

обхода, поэтому скалярное произведение от перпендикулярных векторов 

будет равно 0. 
 

∫ (𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) + ∫ (𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) +
3

2

∫ (𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) +
4

3

∫ (𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) =
1

4

2

1

∫ 𝐵 ∙ 𝑑𝑙 +
2

1

0

+ ∫ 𝐵 ∙ 𝑑𝑙 +
4

3

0 = 𝐵 ∫ 𝑑𝑙 +
2

1

𝐵 ∫ 𝑑𝑙
4

3

= 𝐵 ∙ 𝑎 + 𝐵 ∙ 𝑎 = 2𝐵𝑎 

 

Найдем правую часть выражения для полного тока, учитывая, что 

в этом выражении стоит полный ток, который протекает через площадь S, 

натянутую на путь для области 1: 

𝜇0 ∫(𝑗𝑠⃗⃗ ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ )

𝑆

= 𝜇0𝑗 ∙ 𝑆 = 𝜇0𝑗 ∙ 𝑎ℎ. 

Приравняем правую и левую часть: 

∮(𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) = 𝜇0 ∫(𝑗𝑠⃗⃗ ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ )

𝑆𝑙[𝑆]

=> 2𝐵𝑎 = 𝜇0𝑗 ∙ 𝑎ℎ => 𝐵 =
𝜇0𝑗ℎ

2
. 

Найдем поле для области 2: 

∮(𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) = 𝜇0 ∫(𝑗𝑠⃗⃗ ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ )

𝑆𝑙[𝑆]

 . 

Найдем сначала левую часть. Она будет суммой 4-ех частей, вдоль 

отрезков 1–2, 2–3, 3–4, 4–1. 

∮
(𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) = ∫ (𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) + ∫ (𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) +

3

2

∫ (𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) +
4

3

∫ (𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗).
1

4

2

1

𝑙[𝑆]
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На каждом из участков раскроем скалярное произведение, учиты-

вая куда направлено поле и куда направлено направление обхода. Полу-

чим, что на участке 1–2 и 3–4 эти векторы параллельны и направлены в 

одну сторону, то есть скалярное произведение равно просто произведе-

нию величин. На участках 2–3 и 4–1 поле перпендикулярно направлению 

обхода, поэтому скалярное произведение от перпендикулярных векторов 

будет равно 0. 

∫ (𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) + ∫ (𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) +
3

2

∫ (𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) +
4

3

∫ (𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) =
1

4

2

1

∫ 𝐵 ∙ 𝑑𝑙 +
2

1

0

+ ∫ 𝐵 ∙ 𝑑𝑙 +
4

3

0 = 𝐵 ∫ 𝑑𝑙 +
2

1

𝐵 ∫ 𝑑𝑙
4

3

= 𝐵 ∙ 𝑎 + 𝐵 ∙ 𝑎 = 2𝐵𝑎. 

Найдем правую часть выражения для полного тока, учитывая, что 

в этом выражении стоит полный ток, который протекает через площадь S, 

натянутую на путь для области 1: 

𝜇0 ∫(𝑗𝑠⃗⃗ ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ )

𝑆

= 𝜇0𝑗 ∙ 𝑆 = 𝜇0𝑗 ∙ 𝑎 ∙ 2𝑙. 

Приравняем правую и левую часть: 

∮(𝐵⃗ ∙ 𝑑𝑙⃗⃗  ⃗) = 𝜇0 ∫(𝑗𝑠⃗⃗ ∙ 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ )

𝑆𝑙[𝑆]

=> 2𝐵𝑎 = 𝜇0𝑗 ∙ 𝑎 ∙ 2𝑙 => 𝐵 = 𝜇0𝑗𝑙. 

Нарисуем график величины поля в зависимости от расстояния от 

середины пластины (см. рис. 4.22). 

 

 
 

Рис. 4.22 

 



115 
 

Из графика видно, что на середине пластины величина поля 

равна 0. Далее с увеличением l поле возрастает линейно до величины 

𝜇0𝑗ℎ/2, после чего остается неизменным для любых значений l. Таким 

образом, наша толстая плоскость выглядит как бесконечно тонкая, если 

мы находимся снаружи нее, то есть, величины полей в этих двух случаях 

одинаковы. 

Ответ: величина поля выше толстой пластины с током равна 
𝜇0𝑗ℎ

2
  

и направление поля влево; величина поля ниже толстой пластины с током 

равна 
𝜇0𝑗ℎ

2
 и направление поля вправо; величина поля внутри пластины 

равна 𝜇0𝑗𝑙, где l – расстояние от середины пластины до точки наблюде-

ния, направление поля внутри пластины влево, если точка, где ищем поле 

выше середины пластины и направление поля внутри пластины вправо, 

если точка, где ищем поле ниже середины пластины. 
 

7) Есть две параллельных бесконечных плоскости. По ним в про-

тивоположных направлениях течет ток с линейными плотностями j1 и j2, 

соответственно, причем j1 > j2. Между плоскостями среда с магнитной 

проницаемостью µ2, в остальной части пространства среда с магнитной 

проницаемостью µ1. Найти магнитное поле H везде (см. рис. 4.23). 

 

 
 

Рис. 4.23 

 

Решение: 

Задача решается с использованием ответа к задаче № 5 этого раз-

дела. В ней нашли поле 𝐵⃗  от двух плоскостей c токами, но только токи 
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были направлены в одну сторону. Поле B от одной плоскости с током j 

равно по величине 
𝜇0𝑗

2
. Воспользуемся этим и найдем суммарные поля от 

двух плоскостей. Для начала необходимо определить направление полей 

в каждой части пространства (см. рис. 4.24). 

 

 
 

Рис. 4.24 

 

На рис. 4.24 показаны направления полей от каждой плоскости с 

током с учетом направления тока. Получим, что суммарная величина 

поля выше верхней плоскости (плоскость с индексом 1) равна: 

В1
⃗⃗⃗⃗ + В2

⃗⃗⃗⃗ =
𝜇0𝑗1
2

−
𝜇0𝑗2
2

=
𝜇0(𝑗1 − 𝑗2)

2
, 

здесь учтено, что плотность токов в первой пластине больше, чем во вто-

рой. Направление поля выше плоскости 1 будет налево. 

Ниже второй плоскости величина поля будет равна: 

В1
⃗⃗⃗⃗ + В2

⃗⃗⃗⃗ =
𝜇0𝑗1
2

−
𝜇0𝑗2
2

=
𝜇0(𝑗1 − 𝑗2)

2
. 

Направление поля ниже плоскости с индексом 2 будет вправо. 

Между плоскостями поля направлены в одну сторону, поэтому ве-

личина поля будет равна: 

В1
⃗⃗⃗⃗ + В2

⃗⃗⃗⃗ =
𝜇0𝑗1
2

+
𝜇0𝑗2
2

=
𝜇0(𝑗1 + 𝑗2)

2
. 

Направление поля будет вправо. 
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Для нахождения величин и направлений поля H в каждой области 

пространства необходимо вспомнить уравнения связи между по-

лями B и H [3, с. 125]: 

𝐵⃗ = 𝜇0𝜇𝐻⃗⃗ . 

В нашей задаче поля B и H направлены в одном направлении, по-

этому можно выразить поле H через B в следующем виде: 

𝐻 =
𝐵

𝜇0𝜇
. 

Это равенство справедливо для всего пространства в нашей зада- 

че. Тогда величины полей H в разных областях выразятся следующим об-

разом: 

𝐻в =
𝜇0(𝑗1 + 𝑗2)

2𝜇0𝜇
=

𝑗1 + 𝑗2
2𝜇

, 

𝐻н =
𝜇0(𝑗1 + 𝑗2)

2𝜇0𝜇
=

𝑗1 + 𝑗2
2𝜇

, 

𝐻с =
𝜇0(𝑗1 − 𝑗2)

2𝜇0𝜇
=

𝑗1 − 𝑗2
2𝜇

. 

Направления полей H будет такие же, как и у полей B. 

Ответ: величина поля H выше верхней пластины с током равна 

𝑗1+𝑗2

2𝜇
 и направление поля влево; величина поля H ниже нижней пластины 

с током равна 
𝑗1+𝑗2

2𝜇
 и направление поля вправо; величина поля H между 

пластинами с током равна 
𝑗1−𝑗2

2𝜇
 и направление поля вправо. 
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Заключение 

 

 

В учебном пособии освещены решения простых задач по физике, 

авторы надеются, что это поможет читателю проникнуть в интересней-

ший мир физики. 

Это начало пути, основываясь на своём опыте, для дальнейшего ро-

ста советуем несколько книг, которые помогут глубже узнать и понять 

мир физики. 

Для широкого изучения теоретической физики можно прочесть 

курс «Теоретической физики» Д. В. Сивухина [5]. В нём на высоком 

уровне подробно  и доступно освещены все разделы теоретической фи-

зики.  

Кроме того, могут оказаться полезны как для приобретения тео- 

ретических знаний, так и для решения задач, книги, на основе которых 

создан курс лекций, читаемых в МГРИ-РГГРУ. Это книги Л. М. Альпина 

[1; 2]. 

В книге Н. Е. Савченко [4] приведены задачи с решениями по всем 

разделам физики, которые решают в физико-математической школе, на 

физическом факультете НГУ. 

Глубокое понимание физики и решение задач невозможно без зна-

ния математического аппарата. По мнению авторов, самые лучшие книги 

по высшей математике, в которых очень полно и доступно приведены ос-

новы интегрального и дифференциального исчисления – это книги 

Г. М. Фихтенгольца [6]. 

Надеемся, что весь материал издания будет полезен для вас, а зна-

ния, которые вы почерпнёте, помогут вам достичь профессиональных 

высот не только в геофизике, но и в других  жизненных аспектах. 
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